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legenden Schriften ruhten "nicht nur die Keime, welche inzwischen 
sich entwickelt und Früchte getragen haben, sondern es ruhen in 
ihnen noch zahllose andere Keime, die noch der Entwicklung harren,, 
und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und Forschenden bilden 
jene Schriften eine unerschöpfliche Fundgrube von Anregungen und 
fördernden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen ihrem 
Namen gemäss die rationellen Naturwissenschaften, von der Mathe- 
matik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen aus 
den Gebieten der Mathematik, Astronomie, Physik, Chemie 
(einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion fahrt von jetzt ab Professor Dr. Arthur 
von Oettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgaben werden durch 
hervorragende Vertreter der betreffenden Wissenschaften besorgt wer- 
den. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen übernahmen: für 
Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), für Mathematik Prof. Dr. 
Wangerin (Halle), für Krystallkunde Prof. Dr. P. Groth (München), 
für Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer (Leipzig), für Chemie 
Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig). 
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Erschienen sind bis jetzt aus dem Gebiete der 

Chemie und Krystallographie : 

Nr. 3. J. Dalton 11. W. H. Wollaston, Abhandlangen zur Atomtheorie. 

(1803—1808.) Herausg. v. W. Ostwald. Mit 1 Taf. (30 S.) Jt— .50. 
• 4. Gay-LttSS&C, Über das Jod. (1814.) Herausgegeben v. W. Ostwald. 

(52 S.) A— .80. 
» 8. A. Avogadro u. Ampere, Abbandinngen zur Molekulartheorie. 

(1811 n. 1814.) Mit 3 Taf. Heransg. von W. Ostwald. (50 S.) 

JT1.20. 

Fortsetzung auf der dritten Seite des Umschlages. 
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Einleitung. 

Ausser den allgemeinen Gesetzen, welche alle Krystall- 
formen beherrschen (ebene Gestalt der Flächen, Constanz der 
Winkel und Rationalität der Parameterverhältnisse auf gewissen 
Axen), hat man mehrere Specialgesetze entdeckt, welche nur 
bestimmte Gruppen von Erystallen umfassen. Es sind dies 
die unter dem Namen »Krystallsysteme« bekannten Gruppen 
mit ihrer weiteren Unterabtheilung in holoedrische, hemiedri- 
sche, tetartoe'drische und hemimorphe Gruppen. Die letzteren 
sind nicht alle zu gleicher Zeit aufgestellt worden, sondern 
mehrfach haben die Ergebnisse neuer Untersuchungen über 
die Krystalle zur Bildung neuer derartiger Gruppen geführt, 
um jede untersuchte Krystallreihe auf eine jener Gruppen 
beziehen zu können. Einige Forscher sind sogar noch weiter 
gegangen und haben die Existenz von Gruppen, welche man 
bisher in der Natur noch nicht gefunden hatte, vorhergesagt. 
Bei diesen, einigemale von Erfolg gekrönten Voraussagungen 
Hess man sich von gewissen Analogien leiten, welche man 
zwischen den bereits bekannten Gruppen bemerkt hatte. Die 
Existenz solcher Analogien führte uns nun zu der Idee, dass 
alle, existirenden oder möglichen, krystallographi sehen Gruppen 
von einem einzigen Principe abgeleitet werden könnten, so 

Ostwald's Klassiker. 75. 1 
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dass sie nur die notwendigen Folgerangen desselben wären. 
Die Auseinandersetzung und Entwickelung dieses Principes ist 
der Gegenstand der vorliegenden Abhandlung. 

Die innigen Beziehungen, welche zwischen der äusseren 
Form der Krystalle und deren physikalischen Eigenschaften 
bestehen, sind wohlbekannt. Der allgemeine Charakter der- 
selben kann auf folgende Art ausgedrückt werden : zwei Richt- 
ungen , welche in Bezug auf die äussere Form des Krystalls 
gleich gelegen sind, zeigen auch identisches physikalisches 
Verhalten. Dieses Princip ist so allgemein anerkannt, dass 
nicht selten die definitive Zugehörigkeit einer Krystallreihe zu 
einer oder der anderen krystallographischen Gruppe auf die phy- 
sikalischen Eigenschaften der Krystalle gegründet worden ist. 
Indessen wäre es nicht rationell, die Classification der Kry- 
stalle lediglich auf die Natur ihrer physikalischen Eigenschaften, 
im gewöhnlichen Sinne dieses Wortes, zu gründen. Berück- 
sichtigt man aber, dass die äussere Form der Krystalle selbst 
[2] nur eine Folge der Wirkungsweise der Molekularkräfte ist, 
so ist man berechtigt, die Gesetze, welche diese Formen be- 
herrschen, als physikalische Qualitäten zu betrachten. Diese 
Auffassung verträgt sich sehr wohl mit den innigen Beziehun- 
gen, welche zwischen der äusseren Form und den übrigen 
physikalischen Eigenschaften der Krystalle existiren, denn 
diese hängen ihrerseits im Grunde auch nur von der Wirkung 
derselben Molekularkräfte ab. Diese Erwägungen führen dazu, 
der Betrachtung der in Bezug auf die äussere Form der Kry- 
stalle gleich gelegenen Richtungen eine ganz besondere Be- 
deutung zuzuschreiben. Der Kürze halber werden wir solche 
Richtungen einfach »gleiche« Richtungen nennen. Auf diesen 
Begriff wird nun unsere Classification der Krystalle gegründet, 
in der Weise, dass wir in die gleiche Gruppe diejenigen Kry- 
stalle stellen, in denen die Zahl und die Anordnung der gleichen 
Richtungen dieselbe ist, und dass wir als verschiedenartig nur 
solche Gruppen anerkennen, welche sich in Bezug auf die An- 
ordnung der gleichen Richtungen unterscheiden. Weiterhin 
wird gezeigt werden, dass, wenn man das Gesetz der Ratio- 
nalität der Parameterverhältnisse annimmt, die Zahl der ver- 
schiedenen, auf die erwähnte Art gebildeten Gruppen auf 32 
beschränkt ist. Die Mehrzahl dieser Gruppen ist identisch 
mit den bisher aufgestellten, und zwar befindet sich unter den 
jetzt anerkannten keine einzige, deren Existenz als unbestreitbar 
betrachtet werden könnte, und welche nicht mit einer unserer 
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theoretischen Gruppen zusammenfiele. Andererseits aber be- 
finden sich unter unseren Gruppen einige, für die noch keine 
Repräsentanten in der Natur entdeckt sind. Dies kann zwei 
Ursachen haben: entweder wären solche Formen überhaupt 
unmöglich, oder man hätte sie noch nicht entdeckt, obgleich 
sie existiren. Im ersten Falle bleibt noch ein Naturgesetz 
aufzufinden, und so lange dies nicht geschehen ist, darf man 
erwarten, Krystalle zu entdecken, welche zu einer dieser Grup- 
pen gehören, deren Existenz auf jene Weise vorhergesagt wurde. 
Diese Vorhersagungen unterscheiden sich von denen, welche 
Naumann gemacht hat, dadurch, dass Letzterer sich in 
dieser Beziehung nur durch partielle Analogien leiten Hess, 
während unsere Vorhersagungen eine noth wendige Folge des 
angenommenen Principes sind. Wenn daher eine seiner Vor- 
hersagungen sich als unbegründet zeigte, so würde dies nur 
beweisen, dass die vorausgesetzte Analogie nicht vorhanden 
ist, während, wenn eine unserer Vorhersagungen sich als falsch 
erwiese, dies zur Entdeckung eines neuen Naturgesetzes führen 
würde*). Ausserdem erheben unsere Voraussagungen den 
Anspruch, vollständig zu sein; wären sie es nicht, so würde 
unser ganzes System falsch sein, während das von Naumann 
adoptirte durch die Entdeckung einer von ihm nicht vor- 
ausgesehenen Gruppe [3] keinerlei Einbusse erleiden würde. 
Einige unserer theoretischen Gruppen sind identisch mit den 
auch von Naumann vorhergesagten, aber andere hat er nicht 
angegeben, ebenso wie es von ihm angenommene Gruppen 
giebt, welche wir nicht als solche anerkennen. Diese Ab- 
weichungen werden in Kap. IV und VII im Einzelnen discutirt 
werden. 

[4] Kapitel I. 

Ueber die Gleichheit der Richtungen. 

§ 1. In einer Krystallreihe wollen wir gleich zwei Rich- 
tungen A und B (Fig. 1)**) nennen, wenn zu jedem gegebenen 
Paare von Flächen a und b correspondirende Flächen a! und 
V existiren, derart, dass die letzteren sowohl unter einander 
als mit der Richtung B die gleichen Winkel einschliessen, 
wie die Flächen a und b mit einander und mit der Richtnng A. 

*) Vgl. weiterhin Kap. V. 
**) S. folg. S. und die Erklärung der Figuren am Schlüsse. 

1* 
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In besonderen Fällen kann eine der Flächen a und b' oder 
können beide mit einer oder beiden Flächen a und b zusammen- 
fallen. Die Gleichheit der Richtungen A und B hängt also 
ab von der Gleichheit der Bögen: Aa = Bä ', Ab = Bb\ 
ab = a'V , welches auch die Flächen a und b seien. Die 
Gleichheit zweier Richtungen kann sich unter zwei verschie- 
denen Modalitäten darstellen, welche wir Deckgleichheit resp. 



<t \ 




Fig. 1. 




>^ 



Fig. 2. 



symmetrische Gleichheit nennen wollen. Die Deckgleichheit 
findet statt, wenn die Flächen a und b in Bezug auf die Rich- 
tung A in demselben Sinne angeordnet sind, wie ihre corre- 
spondirenden Flächen a und V in Bezug auf die Richtung B *) . 
Dagegen ist symmetrische Gleichheit vorhanden, wenn die 
Flächen a und b in Bezug [5] auf die Richtung A im ent- 
gegengesetzten Sinne angeordnet sind zu demjenigen, in wel- 
chem ihre correspondirenden Flächen in Bezug auf die Rich- 
tung B liegen (Fig. 2). 



*) Um in präciser Weise zu definiren, was wir unter dem Aus- 
drucke »in demselben Sinne oder im entgegengesetzten Sinne ange- 
ordnet in Bezug auf zwei gegebene Richtungen« verstehen, denke 
sich der Leser in die Gerade A so gestellt, dass sich seine Füsse 
im Centrum der Kugel und sein Kopf im Punkte A auf deren 
Oberfläche befinden, während sein Gesicht gegen den Punkt a ge- 
wendet ist. Wenn der Punkt b alsdann zu seiner Rechten liegt, 
und er sich hierauf in derselben Weise in die Richtung B stellt 
und den Punkt a' ansieht, und wenn der Punkt b' sich dann eben- 
falls auf seiner rechten Seite befindet, so sagen wir, dass die Flächen 
a und b in Bezug auf die Richtung A in demselben Sinne ange- 
ordnet sind, wie ihre correspondirenden Flächen in Bezug auf die 
Richtung JB. Dasselbe findet auch statt, wenn in beiden Stellungen 
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Wir gehen nunmehr zu der Untersuchung der verschie- 
denen möglichen Arten der Anordnung gleicher Richtungen 
über; es mag hier nochmals daran erinnert werden, dass es 
das Gesetz der Rationalität der Parameterverhältnisse ist, wel- 
ches die Anzahl dieser verschiedenen Anordnungen einschränkt. 



Kapitel IL 
Ueber die Deckaxen. 

§ 2. Wenn in einem Krystall zwei Richtungen existiren, 
welche Deckgleichheit besitzen , so giebt es stets ' eine be- 
stimmte Richtung, um welche man den Krystall um einen ge- 
wissen Winkel drehen kann, derart, dass jede Fläche in die- 
jenige Stellung gelangt, welche die ihr correspondirende Fläche 
vor der Drehung inne hatte. (Wir sagen, dass zwei Flächen 
»zusammenfallen«, »zur Deckung« oder »in dieselbe Stellung 
gelangen «, wenn sie parallel geworden sind, und gleichzeitig 
ihre nach dem Innern des Krystalls gezogenen Normalen nach 
derselben Seite gerichtet sind.) Es mögen zwei Ebenen DO 
und EC durch die Mitte der Bögen AB und aa! (Fig. 1) 
senkrecht zu diesen Bögen gelegt werden. Dreht man den 
Krystall um einen Winkel ACB um die Gerade O, in wel- 
cher jene beiden Ebenen einander schneiden, so dass der 
Punkt A mit dem Punkte B zusammenfällt, so werden alle 
Flächen des Krystalls in ihren neuen Stellungen mit denjenigen 
zusammenfallen, welche vorher ihre correspondirenden Flächen 
besassen. In der That hat man durch Construction AC — 
OB, aC = a'C und, in Folge der Gleichheit der Richtungen 
A und B } Aa = Ba\ woraus sich ergiebt, dass die sphä- 
rischen Dreiecke aAC und a'CB, ebenso wie die Winkel 
aCA und a'CB, gleich sind. Hieraus folgt die Gleichheit 
der Winkel aCa' und ACB, so dass durch eine Drehung 
des Krystalls um einen Winkel ACB um die Gerade (7, in 
Folge deren A mit B zusammenfällt, gleichzeitig der Punkt 



des Beobachters die Flächen b resp. b' für denselben zur Linken 
liegen. Wenn dagegen in der ersten Stellung desselben b sich zur 
Rechten befindet, und in der zweiten Position V zur Linken, oder 
umgekehrt, so sagen wir, dass die Flächen a und b in Bezug auf 
die Richtung A in entgegengesetztem Sinne angeordnet sind zu 
demjenigen, in welchem ihre correspondirenden Flächen in Bezug 
auf die Richtung B gestellt sind. 
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a in die Stellung gelangt, welche vorher der Punkt a inne 
hatte. Durch dieselbe Drehung gelangt auch der Punkt b an 
den Ort b\ Nun folgt aus der Gleichheit der Dreiecke aAC 

und a'BC die Gleichheit der Winkel 

^-- ^ CaA und CdB\ zieht man von 

"\ ■ diesen die Winkel ha A resp. b'a'B 

/ Bs^~ ^^ v a ^> w ©lche gleich gross sind, weil 

/ ryKa- • \ s * e * n zwe * glichen Dreiecken in 

; : ^-''%l • gleicher Weise gelegen sind, so re- 

1 ^j y : £)^ ; sultirt daraus die Gleichheit der 

\ Jn j Winkel baC und b'a'C. Ferner 

\ \J/ / sind in den Dreiecken baC und 

a y b'a'C die Seiten, zwischen denen 

^ --'' jene Winkel liegen, ebenfalls gleich 

Fig. 1. gross, woraus sich die Gleichheit 

der Seiten Cb' und Ob, ebenso wie 
diejenige der Winkel aCb und a'Cb', ergiebt. Wenn daher 
durch die oben angegebene Drehung a mit a! zur Deckung 
gebracht wird, so fällt auch b [6] mit V zusammen. Nun 
stellt aber b die Normale einer beliebigen Fläche dar, woraus 
folgt, dass die Drehung des Krystalls um einen Winkel A CB 
um die Gerade C, welche A mit B zur Deckung bringt, jede 
Krystallfläche mit derjenigen Stellung zusammenfallen lässt, 
welche die ihr correspondirende Fläche vor der Drehung 
besass. 

Wir wollen Deckaxe eine Gerade nennen, um welche muri 
einen Krystall um einen gewissen Winkel, den wir Deck- 
winkel nennen wollen, drehen muss, um alle Flächen des 
Krystalls gleichzeitig in diejenigen Stellungen überzuführen, 
welche ihre correspon dir enden Flächen vor der Drehung ein- 
nahmen. 

Es ist leicht einzusehen, dass, wenn man die Coincidenz 
der Flächen durch eine Drehung des Krystalls um einen 
Winkel a um eine bestimmte Axe bewirkt, man dieselbe auch 
hervorbringen kann durch eine doppelte, dreifache etc. Ro- 
tation in dem gleichen Sinne um dieselbe Axe, d. h. im All- 
gemeinen durch eine Drehung um einen Winkel na, wo n 
eine beliebige ganze Zahl ist, ebenso aber auch durch eine 
Rotation um or, 2 er, ... im entgegengesetzten Sinne. In der 
That, wenn nach der ersten Drehung die Flächen a und b 
die von den Flächen a' und b' verlassenen Stellungen ein- 
genommen haben, so sind diese letzteren in die Stellungen 
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gelangt, welche vor der Rotation ihre correspondirenden Flächen, 
die wir a und b" nennen wollen, einnahmen. Mit der ersten 
Stellung dieser Flächen a und b" gelangen die Flächen a 
und b durch eine Drehung des Erystalls um den Winkel 2 a 
um die betreffende Deckaxe zur Coincidenz. Da die gleiche 
Betrachtung für eine beliebige Anzahl von Rotationen des 
Erystalls um den gleichen Winkel und um die gleiche Axe 
wiederholt werden kann, so ist klar, dass es sich wesentlich 
um die Bestimmung des kleinsten Deckwinkels für eine be- 
stimmte Axe handelt. Dieser Winkel ist es, welcher jedesmal 
unter dem Namen Deckwinkel verstanden werden soll, wenn 
nicht aus dem Sinne klar hervorgeht, dass es sich um ein 
Vielfaches desselben handelt, und die verschiedenen Arten von 
Deckaxen sollen im Folgenden stets so unterschieden werden, 
dass die kleinsten, ihnen entsprechenden Deckwinkel ange- 
geben werden. In dieser Weise sind also die Ausdrücke zu 
verstehen: »eine Deckaxe von 60°, 90°« u. s. w., oder einfach 
»eine Axe von 60°, 90°« u. s. w. 

Ferner ist ohne Weiteres klar, dass die Deckgleichheit 
zweier Richtungen in einem Erystall zugleich die Gleichheit 
aller Richtungen bedingt, welche in Folge einer Drehung um 
den Deck winkel und um eine Deckaxe zusammenfallen. 

§ 3. Bei der Untersuchung der Eigenschaften der Deck- 
axen bedürfen wir des folgenden Satzes: 

Die Polkanten einer regelmässigen Pyramide können 
nur dann mögliche krystallographische Axen sein, wenn der 
Centralmnkel der Basis der Pyramide einen rationalen 
Cosinus besitzt 

[7] Seien (Fig. 3) OA, OB, OC, OD, OB beliebige 
benachbarte Eanten einer regelmässigen Pyramide. Die Basis 
derselben, AB ODE, ist ein regelmässiges Polygon, dessen 
Ebene senkrecht zu der Geraden OM steht, welche mit allen 
Polkanten der Pyramide gleiche Winkel einschliesst. Der 
Fusspunkt M dieser Senkrechten ist der Mittelpunkt des regel- 
mässigen Polygons ABC DE, dessen Centralwinkel BMC 
wir mit a bezeichnen wollen. Wenn alle Polkanten der Py- 
ramide mögliche krystallographische Axen sind*), muss jede 
durch zwei beliebige von diesen Eanten gelegte Ebene eine 
mögliche Ery stallfläche sein, folglich auch die Ebene AOD. 
Da aber diese Ebene parallel der Geraden BC ist, so muss, 



*) S. Anhang A am Schlüsse. 
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wenn man durch den Punkt C parallel zu AOD eine Ebene 
legt, diese letztere durch die Gerade BC gehen und auf der 
Axe OB den Parameter OB besitzen. Es soll nun durch den 

Punkt C eine andere Ebene gelegt 
werden parallel der Ebene DO JE, 
welche ebenfalls eine mögliche Kry- 
stallfläche ist. Um den Durchschnitt 
dieser Ebene mit der Ebene BOG 
zu construiren, verlängert man die 
Seiten BC und DE der Basis bis 
zu ihrem Schnittpunkte K\ alsdann 
ist die Gerade OK der Durchschnitt 
der Ebenen BOC und DOE, und 
eine durch C parallel DOE gelegte 
Ebene muss die Ebene BOC in 
einer Geraden CH, parallel OK, 
schneiden. Auf diese Art ist OH, 
d. h. der Parameter der zu der möglichen Krystallfläche DOE 
parallelen Ebene auf der Axe OB, bestimmt. Da das Drei- 
eck OBK durch eine Gerade CH parallel einer seiner Seiten 
geschnitten wird, so hat man für das Verhältniss der beiden 
Parameter 

OB: OH=BK:CK 

Bezeichnet man MC mit r, so findet man aus den Dreiecken 
LMC und LMK: 

%BC=ram |«, \BC + CK= r cos \<x tg a , 
daraus folgt: 
BK . . f2cos* 

und 




. , f2cos*4a , 1 rsin4af" Ä 1 

= r sin 4a 2 \- [ \ = *— h + 2cosa 

L cos« J cos a L J 



nzr • i T 2 C0S H a «1 r sin 4 a 
CK= r sin 4a I ^ 1 1 = *— 

L cos o J cos a 

und folglich: 

OB : OH= 1 +2cosa. 

Nun können aber die Geraden OA, OB, OC, OD, OE 
nur dann mögliche krystallographische Axen sein, wenn das 
Verhältniss OB : OH ein rationales ist, und dies [8] ist nur 
der Fall , wenn cos a einen rationalen Werth besitzt. Als 
Ausnahmefall haben wir noch denjenigen zu betrachten, in 



Ueber d. Herleitung aller krystallographischer Systeme etc. 9 



8* 




welchem keine fünf benachbarten Polkanten der Pyramide 
existiren, d. h. wenn a = 90° oder = 120°; da aber cos 90° 
= und cos 120° = — £, so liegt auch in diesen Fällen 
keine Ausnahme von dem Satze vor. 

§ 4. Es ist leicht zu beweisen, dass der kleinste Beck- 
winkel keine anderen Werthe haben kann, ah 60°, 90°, 
120° und 180°. 

Zunächst muss dieser Winkel einen ganzen Theil von 360° 
bilden. Es möge a der kleinste Deckwinkel sein, welcher der 
Deckaxe A (Fig. 4), die wir senk- 
recht zur Zeichnungsebene an- 
nehmen wollen, entspricht. Sei 
AB eine beliebige Richtung senk- 
recht zu A, welche unveränderlich 
mit dem Krystall verbunden bleibt, 
wenn derselbe um die Axe A ge- 
dreht wird. Seien J9 J , B n , B in , 
B", B\ B VI , B™ die auf- 
einanderfolgenden Stellungen, 
welche jene Richtung durch auf- 
einanderfolgende Drehungen des 
Ery stalls, deren jede == er, um 
die Axe A annimmt. Wenn a 
nicht einen ganzen Theil von 360° beträgt, so giebt es 
immer eine ganze Zahl n, für welche [n — 1) a <C 360° und 
«a]>360 o . Hiernach wird, wenn man den Krystall n Dre- 
hungen, jede = er, um die Axe A, immer in demselben Sinne, 
unterworfen hat, die zuletzt erreichte Lage der Richtung AB 
zwischen die beiden ersten fallen, d. i. in der Figur B VH 
zwischen B und B 1 . Dann aber ist ohne Weiteres klar, dass 
man den Krystall, um wieder Deckung der Flächen zu be- 
wirken, nur um einen Winkel B VII AB I um die Axe A zu 
drehen braucht, und da der letztere Winkel kleiner als a . ist, 
so widerspricht dies der gemachten Voraussetzung, dass a der 
kleinste Deokwinkel ist. Dieser Widerspruch verschwindet 
nur, wenn wir annehmen, dass et einen ganzen Theil von 
360° bildet. 

Auf der anderen Seite ist leicht einzusehen, dass cos er 
einen rationalen Werth besitzen muss. Denn die aufeinander- 
folgenden Stellungen, welche eine beliebige, gegen die Deckaxe 
geneigte Krystallfläche durch aufeinanderfolgende Drehungen a 
des Krystalls um diese Axe nach und nach annimmt, fallen 



Fig. 4. 
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mit den Flächen einer regelmässigen Pyramide, deren Central- 
winkel = er, zusammen. Ferner sind die Kanten dieser Pyra- 
mide, als Durchschnittsrichtungen von möglichen Krystall- 
flächen, mögliche krystallographische Axen, woraus nach § 3 
folgt, dass cos et nur einen rationalen Werth haben kann. In 
dem Anhange B wird der Beweis des Satzes gegeben werden , 
dass ganze Theile von 360° nur dann rationale Cosinus haben 
können, wenn diese Cosinus gleich einem der Werthe 0, ± £, 
zh 1 sind , woraus man zu schliessen hat , dass der kleinste 
Deckwinkel keinen anderen Werth haben kann, als 60°, 90°, 
120° oder 180°; noch grössere Winkel als 180° sind dadurch 
ausgeschlossen, dass ein derartiger Winkel nicht der kleinste 
Deckwinkel sein kann. 

[9] § 5. Indem wir zur Discussion der möglichen Anord- 
nungen von Deckaxen, falls deren mehrere in derselben Kry- 
stallreihe vorhanden sind, übergehen, beginnen wir mit dem 
Nachweise, dass die Deckaxen keine anderen, als ganz be- 
stimmte Winkel mit einander bilden können; und zwar sollen 
nach einander betrachtet werden die Winkel, welche Deckaxen 
von 60°, 90° und 180° mit einander bilden können, ferner 
die verschiedenen Fälle der Combination dieser Axen unter 
einander und mit Axen von 120°, endlich die Combinationen 
von Axen der letzten Art allein. 

§6. Es soll zuerst bewiesen werden, dass die Existenz 
zweie?* Axen von 180°, 90° oder 60°, seien es solche gleicher 

oder verschiedener Art, welche 
c einen Winkel a mit einander 

bilden, die Existenz einer zu 
beiden senkrechten Deckaxe be- 
\ dingt, so dass bei einer Drehung 

; ^ • a ' \ \ um die letztere um den Winkel 

B\ :,k S...^£. P 2a Deckung stattfindet 

\ . X , -* ; ;' Seien A und B (Fig. 5) zwei 

\ / so beschaffene Deckaxen, dass man 

das Zusammenfallen der Flächen 
N ^ ^' durch eine Drehung von 180° um 

^ ''' dieselben bewirken kann, und sei 

Fig. 5. der Bogen AB = a. Die Stel- 

, lung einer beliebigen, durch den 

Endpunkt ihrer Normalen a bezeichneten Krystallfläche in Be- 
zug auf diese Axen ist bestimmt durch die Länge des Bogens 
Aa — b und durch den Winkel aAB' = ß. Eine halbe 
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Umdrehung um die Axe A lässt die Fläche a mit einer an- 
deren a, zusammenfallen , und eine gleiche Drehung um die 
Axe B bewirkt die Coincidenz dieser beiden Flächen mit zwei 
anderen a und a\, so dass die Bögen Aa, = Äa = A'a r , 
= b und die Winkel BAa, = BA!a', = B'A'a! = ß. Wenn 
C der Pol des Kreises AB ist, so hat man CA = CA' = 
90° und Winkel ACÄ = 2 a. Dreht man den Krystall um 
den Winkel 2 a um die Gerade C, so fällt der Punkt A mit 
A! zusammen, ferner a mit a\ und a, mit a . Hieraus ist 
ersichtlich, dass, welche Lage a auch habe, es immer eine 
andere Fläche giebt, mit der sie durch eine Drehung des 
Krystalls um den Winkel 2 a um die Gerade C zur Deckung 
gebracht wird. Diese Gerade ist also eine Deckaxe mit dem 
Winkel 2 a. 

Aus dem eben Gesagten ergiebt sich , dass 2 a nur die 
Werthe 60°, 90°, 120°, 180° oder ein ganzes Vielfaches dieser 
Zahlen haben kann, woraus andererseits wieder folgt, dass der 
Winkel a, welchen zwei Deckaxen von 60°, 90° oder 180° 
einschliessen, nur die Werthe 30°, 45°, 60°, 90° oder deren 
Supplemente besitzen kann. 

§ 7. Die gleichen Schlüsse, wie im vorigen Paragraphen, 
nur in entgegengesetzter Reihenfolge, führen zu dem Resultate, 
dass umgekehrt, wenn eine Deckaxe von 180°, 90° oder 60° 
und senkrecht dazu eine andere Deckaxe mit dem Winkel 
2 a existirt, alsdann ausser Deckaxen derselben Art, wie 
die erste [10], und mit ihr Winkel 2a bildend, noch in 
der gleichen, zur zweiten Axe senkrechten, Ebene Axen von 
180° existiren, welche den Winkel zwischen den Axen der 
ersten Art halbiren. 

§ 8. Eine Axe von 90° kann mit einer andei % en Axe 
von 180°, 90° oder 60° nur den Winkel 90° oder 45° 
(resp. dessen Supplement) bilden. 

Es sei B (Fig. 6) eine Axe von 90° und A eine zweite 
Axe von 180°, 90° oder 60°. Wenn A BÄ = 90° und 
Bogen BA = BA f , so ist Ä ebenfalls eine Deckaxe der- 
selben Art wie A, und man hat 

cos AA' = cos 4 AB. 

Die Bögen AA' und AB können nach § 6 keine anderen 
Werthe annehmen, als 30°, 45°, 60°, 90° oder deren Supple- 
mente, woraus folgt, dass die Cosinus dieser Winkel keine 

anderen Werthe haben können, als zb * V.3, ± %V2, dr £ und 0. 
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Unter diesen Werthen giebt es offenbar nur zwei Systeme, 
welche der vorhergehenden Gleichung genügen, nämlich:* 

cos AÄ = |, cos AB = ± £ V2 
und 

cos AÄ = 0, cos AB = 0, 

so dass der Winkel AB keine anderen Werthe annehmen 
kann, als 45°, 135° und 90°. 

§ 9. Mine Axe von 60° ist immer senkrecht zu anderen 
Axen von 60°, 90° oder 180°. 

Es sei B (Fig. 6) eine Axe von 60° und A eine zweite 

Axe von 60°, 90° oder 180°. Wenn 

^ der Winkel ABÄ = 60° und der 

S* X % Bogen B Ä = BA, so wird Ä 

/ \ eine Axe derselben Art wie A sein. 

/ \ Alsdann ist: 

.' $ ; cos AÄ = cos 4 AB -\- \ sin 2 A B 

/\ ) = \[w?AB + \) 

\ A/i .;>«' / Folglich: 

cos 2 AB = 2 cos AÄ — 1. 



\ 

N 



*- «--' 



Nach § 6 können cos AB und 
Fig. 6. cos A Ä nur die folgenden Werthe 

annehmen.: 

±£) / 3, ±\Y2, ±|oder 0. 

Unter diesen genügt, wie leicht zu ersehen, der angege- 
benen Gleichung nur ein einziges System, nämlich: 

cos AÄ = £ , cos AB = , 

[11] d. h. der Winkel AB zwischen einer Axe von 60° und 
einer zweiten Axe von 60°, 90° oder 180° ist stets ein 
rechter. 

§ 10. Es ist nunmehr nicht schwer, alle möglichen Arten 
der Combination von Deckaxen von 60°, 90° oder 180° auf- 
zufinden. 

1) Combinationen, in denen eine Axe von 60° vorhan- 
den ist. Da die anderen Axen nach § 9 senkrecht zu dieser 
Axe von 60° sind, so müssen diejenigen von ihnen, welche 
der gleichen Art sind, unter einander Winkel von 60° bilden, 
folglich können es weder solche von 60° (§ 9), noch solche 
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von 90° (§ 8) sein. Es bleibt also nur eine einzige mögliche 
Combination übrig, diejenige einer Axe von 60° mit Axen 
von 180° ; die letzteren sind sämmtlich in einer zur Axe 
von 60° senkrechten Ebene gelegen; nach § 7 werden deren 
im Ganzen sechs vorhanden sein, welche so angeordnet 
sind, dass jede Axe von 180° mit den benachbarten Win- 
kel von 30° bildet (vergl. Fig. 44)*). 

2) Die Combinationen, in denen keine Axe von 60°, 
aber eine Axe von 90° vorhanden ist. 

A) Wenn noch eine zweite Axe von 90° existirt, so mnss 
sie senkrecht zur ersten stehen. Es mögen A und B (Fig. 6) 
zwei Axen von 90° sein; wenn der Winkel ABÄ = 90° 
und die Bögen AB = A' B 7 so ist A' eine dritte Axe von 
90°. Das Dreieck ABA 1 giebt: 

cos AÄ = cos 4 BA. 

Nach § 8 können BA und AÄ keine anderen Werthe 
haben, als 45°, 135° und 90°, und von diesen genügt nur 
BA = AÄ = 90° der obigen Gleichung. Man sieht also, 
dass die Existenz zweier Axen von 90° diejenige einer dritten 
gleichartigen Axe bedingt, und dass alle diese Axen not- 
wendig auf einander senkrecht stehen. Aber nach § 7 müssen 
alsdann noch sechs Axen von 
180° existiren, welche die Winkel 
der Axen von 90° halbiren. Wir **'* 

können uns die gegenseitige Stel- *a' h 

lung dieser Axen, welche durch / \ 
die stereographische Projection / \ ; \ 

Fig. 7 dargestellt ist, vorstellen, ^-— - j_j|; — ^— - § ^ 

wenn wir uns einen Würfel \ v \ : / 

denken, dessen Kanten den Axen \ *PJ*^ / 

von 90° parallel sind, während W " 

die Diagonalen seiner Flächen ^ ^ i 

den Axen von 180° entsprechen, *""▼" 

oder so, dass die Axen von 90° B 

parallel den Hauptaxen des Fig. 7.. 

regulären Krystallsystems sind, 

und die Axen von 180° den rhombischen Axen, d. h. den 
Normalen auf den Flächen des Rhombendodekae'ders. Beach- 
ten wir, dass zwei Axen von 180°, wie A und Ä (Fig. 7), 

*) S. die Erklärung der Figuren (am Schlüsse). 
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welche in demselben [12] sphärischen Dreiecke liegen, dessen 
Ecken die 90° von einander abstehenden Pole der Axen von 90° 
sind, mit einander einen Winkel von 60° bilden (denn wenn in 
der Gleichung auf vor. S. AB = 45° gesetzt wird, so ergiebt 
sich AA' = 60°) — so folgt nach § 6, dass nothwendig eine 
Deckaxe von 120° existirt, welche senkrecht zu der durch 
A und Ä gehenden Ebene ist. Diese Ebene^ welche ausser- 
dem auch durch die Axe A" geht, ist parallel einer Oktaöder- 
fläche des regulären Krystallsystems, deren Normale (d. i. die 
Axe von 120°) eine der Diagonalen des Würfels oder eine 
der trigonalen Axen des regulären Krystallsystems darstellt. 
Solcher Axen von 120° giebt es vier, parallel den vier Diago- 
nalen des Würfels resp. den vier trigonalen Axen. 

So bedingt die Existenz zweier Axen von 90° diejenige 
einer dritten von 90°, von sechs Axen von 180° und vier 
Axen von 120° in der Orientirung der Hauptaxen, der rhombi- 
schen und der trigonalen Axen des regulären Krystall- 
systems (vergl. Fig. 27). 

B) Wenn ausser der Axe von 90° eine solche von 180°, 
mit ersterer 45° einschliessend (§ 8), vorhanden ist, so exi- 
stirt nothwendig eine andere Axe von 90°, und dieser Fall ist 
mit dem vorhergehenden identisch. 

Es bleibt also nur noch der Fall zu betrachten übrig, wo 
die Axe von 90° mit einer zu ihr senkrechten von 180° com- 
binirt ist. Alsdann giebt es im Ganzen vier Axen von 180°, 
welche in einer zur Axe von 90° senkrechten Ebene liegen 
und einander unter Winkeln von 45° und 90° schneiden 
(§ 7). Fig. 32. 

Es ist leicht einzusehen, dass in dem durch Fig. 27 dar- 
gestellten Falle keine neue Axe von 180° hinzugefügt werden 
kann, denn eine solche, sei es dass sie mit einer Axe von 
90° einen Winkel von 45° oder von 90° bilde, würde mit 
den anderen Axen von 180° oder 90° Winkel einschliessen, 
deren Werthe nicht zulässig sind. Daraus folgt, dass die bei- 
den Fälle einer zur Axe von 90° senkrechten oder zu ihr unter 
45° geneigten Axe von 180° nicht combinirt werden können. 
Ferner ist leicht zu sehen, dass in dem durch Fig. 32 dar- 
gestellten Falle man aus demselben Grunde keine neue Axe 
von 180° senkrecht zu der Axe von 90° hinzufügen kann. 
Folglich ergiebt sich, dass die beiden Fälle Fig. 27 und 
Fig. 32 die einzigen möglichen Combinationen von Axen von 
90° mit Axen von 180° darstellen. 
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3) Combinationen, in denen weder Axen von 60°, noch 
Axen von 90° vorhanden sind. Die Existenz zweier Axen von 
180° bedingt diejenige einer zn ihnen senkrechten Deckaxe 
(§ 6). Im vorliegenden Falle ist eine solche von 60° oder 
90° ausgeschlossen , daher der kleinste Winkel zwischen den 
hier zu betrachtenden Axen von 180° nur die Werthe 60° 
oder 90° haben kann. , 

A) Wenn dieser Winkel den letzteren Werth annimmt, so 
muss es ausser den beiden ersten Axen noch eine dritte von 
180° geben , welche senkrecht [13] zu den beiden ersten ist 
(§ 6), und es sind also dann drei zu einander senkrechte 
Axen von 180° vorhanden. Fig. 38. 

B) Hat der kleinste Winkel zwischen zwei Axen von 
180° den Werth 60°, so giebt es in derselben Ebene im Gan- 
zen drei Axen von 180°, welche einander unter Winkeln 
von 60° schneiden, und eine zu ihnen senkrechte Axe von 
120° (§ 6). Fig. 47. 

Diesem Falle kann noch eine Axe von 180° hinzuge- 
fügt werden unter einem Winkel von 60° oder 90° mit den 
andern Axen von 180°, und da diese Axe nicht mit allen 
anderen Axen von 180° Winkel von 60° bilden kann, so 
müssen notwendigerweise deren zwei, zu einander senkrecht, 
existiren. Dann ist aber auch eine dritte, zu jenen beiden 
senkrecht, nothwendig vorhanden. 
Die anderen Axen können nicht 
in den Ebenen liegen, welche 
durch die drei aufeinander senk- 
rechten Axen gehen, weil sie mit 
diesen nur die Winkel 60° oder «. 
90° bilden können. Betrachten \ 
wir eine dieser Axen D (Fig. 8), 
welche in das Innere eines sphä- 
rischen Dreiecks ABC ftllt, 
dessen Ecken den drei auf ein- *~~"a~'* 

ander senkrechten Axen entspre- y\g. 8. 

chen, so können, da diese Axe mit 

den letzteren kleinere Winkel als 90° bildet, diese Winkel nur 
den Werth 60° besitzen. Man sieht aber leicht ein, dass eine 
solche Lage geometrisch unmöglich ist, weil man kein sphäri- 
sches Dreieck ABD bilden kann, in welchem die Winkel 
A = B = 45°, D = 120° und die Seiten AB = 90°, 
AD = DB = 60°. Daraus folgt, dass man zu dem in 
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Fig. 47 dargestellten Falle keine weiteren Axen von 180° 
hinzufügen kann, wenigstens nicht, ohne zugleich Azen von 
anderer Art hinzuzufügen und zwar so, dass dieser Fall auf 
einen der bereits betrachteten reducirt wird. 

§ 11. Ausser den fünf, einzig möglichen Combinationen von 
Axen von 180°, 90° und 60°, welche durch die vorhergehenden 
Betrachtungen gefunden wurden, kann noch je eine derartige 
Axe für sich allein vorhanden sein. Im letzten Paragraphen 
sind auch diejenigen Fälle angegeben, in denen Axen von 
120° notwendigerweise in den Combinationen von Axen an- 
derer Art existiren müssen. Es bleibt nun noch übrig, zu 
prüfen, ob den verschiedenen, vorher untersuchten Fällen 
noch Axen von 120° hinzugefügt werden können. Dabei ist 
zu berücksichtigen, dass, wenn eine Axe von 120° B (Fig. 6) 
in Verbindung mit einer Axe A von 180°, 90° oder 60° vor- 
handen ist, und wenn, durch eine Drehung des Krystalls von 
120° um B, A mit Ä zur Deckung gelangt, die letztere 
Richtung eine Deckaxe derselben Art wie A sein muss. Dar- 
aus folgt, dass eine Axe von 120° in Verbindung mit einer an- 
deren Axe von 180°, 90° oder 60° nur in dem Falle existiren 
kann, wo es mehrere Axen der letzteren Art giebt, welehe, wie 
nunmehr bekannt ist, keine anderen, als eine der fünf Combina- 
tionen des § 10, bilden können. Um alle möglichen Combi- 
nationen von Axen von 120° mit anderen Axen abzuleiten, 
muss man ferner [14] beachten, dass man, um Wiederholungen 
oder unmögliche Fälle zu vermeiden, zu keiner der fünf vor- 
hergehenden Combinationen solche Axen von 120° hinzuzu- 
fügen versuchen darf, welche die Existenz neuer Axen von 
180°, 90° oder 60° bedingen würden. Damit aber eine Axe 
von 120° nicht die Existenz neuer Axen von 180°, 90° oder 
60° in einer der fünf möglichen Combinationen der letzteren 
bedinge, ist nothwendig, dass sie durch die Mitte der gleich- 
seitigen sphärischen Dreiecke hindurchgeht, deren drei Ecken 
in jedem Dreiecke durch gleich werthige Axen gebildet werden. 
Man darf also Axen von 120° nur da zu Combinationen an- 
derer Axen hinzufügen, wo die letzteren sämmtlich nach 
gleichseitigen Dreiecken mit gemeinsamem Mittelpunkte ange- 
ordnet werden können. Prüft man unter diesem Gesichts- 
punkte die Combinationen des § 10, so ist leicht zu sehen, 
dass es nur eine einzige giebt, zu welcher man eine Axe von 
120° hinzufügen kann, nämlich diejenige dreier, zu einander 
senkrechter Axen von 180° (Fig. 38), und dass die Existenz 
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einer Axe von 120° in dieser Combination das Vorhandensein 
dreier anderer Axen von 120° bedingt, so dass wir haben: 
drei Axen von 180° parallel den Hauptaxen des regulären 
Kry stallsystems und vier Axen von 120° parallel den tri- 
ff onalen Axen. (Fig. 29). 

§ 12. Ausser den sechs , in § 10 und 11 angeführten 
Combinationen von Deckaxen, den vier weiteren Fällen, in 
denen nur je eine einzige Axe von 60° [Fig. 50) , 90° 
[Fig. 35\ 120° (Fig. 53) oder 180° (Fig. 41) existirt, und 
einem letzten Falle , wo überhaupt keine Deckaxe vorhan- 
den ist, giebt es keine anderen möglichen Fälle. 

Um uns von diesem Satze zu überzeugen, ist es nur nöthig, 
zu beweisen, dass die gleichzeitige Existenz zweier Axen von 
120° das Vorhandensein einer Deckaxe von anderer Art be- 
dingt, denn alsdann wird eine solche Combination mit einem 
der bereits vorher aufgefundenen Fälle übereinstimmen. 

Seien A und B (Fig. 9) diejenigen Enden zweier Axen 
von 120°, deren Bogenabstand nicht über 90° beträgt, und 
a eine beliebige Krystallfläche. Wenn die Bögen Aa —Ab 
= Ac und die Winkel aAb = bAc = cAa = 120°, so 
sind b und c diejenigen Flächen, welche man mit a durch 
Drehungen des Krystalls von je 120° um die Axe A zusam- 
menfallen lassen kann. Durch eine Drehung des Krystalls 
von 120° um die Axe B werde nun der Punkt A mit D 
und die Flächen a, b, e mit d ', b\ c' zur Deckung gebracht ; 
alsdann sind notwendigerweise alle 
diese Flächen correspondirende zu a. ,,*'' "^ 

Legt man nun durch B einen grössten /' 

Kreis, welcher den Winkel ABD / 
= 120° halbirt, und durch A einen / 
zweiten, welcher den ersten in E [ £ 1 

so schneidet, dass die Winkel BAE \ ;/' \ >^ ,,-b ; 

= ABE= 60°, so lässt sich be- \ ö "^^ i ,]>$> } 
weisen, dass dann die Richtung E \ \ ^~fi'' 'c / 
eine Deckaxe mit dem charakteristi- 
schen Winkel AED sein muss. In der 
That sieht man, [15] dass die Drei- Fig. 9. 

ecke AEB und BEB gleich sind, 

AE = DE und BDE = 60°. Man kann also den Krystall 
um den Winkel AED um die Axe E so drehen, dass A mit D 
zusammenfällt, und es ist leicht ersichtlich, dass dieselbe 
Drehung eine beliebige Fläche a stets mit einer andern Fläche 

Ostwald's Klassiker. 75. 2 
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des Kry stalls (in unserer Constrnction wäre dies V) znr 
Deckung bringt. Wir sahen bereits, dass die Bögen Aa und 

Db' gleich gross sind; es bleibt 
also nur übrig zu beweisen, dass 
die Winkel EAa und EDV es 
ebenfalls sind. Es sei der Winkel 
BAa = a, daher auch BDa' 
\ = a\ ferner hat man: EAa = 
; 60° + a und EDV = BDa 
! + a'DV — BDE = a + 120° 
— 60° = a + 60°, d. h. die behaup- 
tete Gleichheit findet statt. Ebenso 
ist nicht schwer zu beweisen, dass 
Fig. 9. der der Axe E zugehörige Deck- 

winkel AED von 120° verschieden 
ist. In der That liefert uns das Dreieck AEB die Gleichung: 

cos AEB = — \ + I cos AB . 
Folglich : 

4 cos A EB + 1 
cos A B = 

Daraus ergeben sich bestimmte Grenzen für den Werth des 
Winkels AEB, Erstens kann derselbe 180° nicht über- 
schreiten, weil alsdann die gegenüberliegende Seite AB eben- 
falls grösser als 180° sein müsste, während sie nach der ein- 
gangs gemachten Annahme nicht über 90° beträgt. In Folge 
dessen ist, da cos AB nicht negativ sein kann, der kleinste 
Werth von cos AEB = — -£, d. h. AEB < 120°. Ande- 
rerseits ergiebt sich daraus, dass die Summe der drei Winkel 
eines sphärischen Dreiecks immer über 180° ist, AEB >> 60°. 
Da nun der Winkel AEB die Hälfte des Winkel A ED ist, 
so hat man 

240° > AED > 120°. 

Als Deckwinkel kann aber AED keine anderen Werthe 
haben, als 60°, 90°, 120°, 180° oder ganze Vielfache dieser 
Winkel. Man sieht also, dass von allen diesen Werthen nur 
ein einziger, nämlich 180°, innerhalb der angegebenen Grenzen 
liegt, und daraus folgt, dass der Deckaxe E niemals ein 
Winkel von 120° entsprechen kann, so dass die gleichzeitige 
Existenz zweier Axen von 120° immer das Vorhandensein 
einer Deckaxe, deren Winkel einen andern Werth als 120° 
hat, bedingt. 
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Kapitel III. 
lieber die Gesetze der Symmetrie. 

§ 13. Die im Vorhergehenden für die Richtungen, welche 
Deckgleichheit besitzen, durchgeführte Untersuchung der ver- 
schiedenen möglichen Arten ihrer [16] Anordnung ist nun- 
mehr auch für diejenigen Richtungen vorzunehmen, welche 
symmetrische Gleichheit (s. die Definition in § 1) darbieten. 

Es seien A und B (Fig. 2) zwei symmetrisch gleiche 
Richtungen, und a und b' zwei den Flächen a und b cor- 
respondirende Krystallflächen. Wenn die Geraden B ) a und 
V jenseits des Kugelcentrums verlängert werden, so dass 
man die Richtung B, und die Perpendikel a' f und b' n welche 
der Richtung B resp. den Perpen- 
dikeln al und V diametral entgegen- ^~* ^ 

gesetzt sind, erhält, so bilden die 
drei Schnittpunkte dieser neuen Rich- 
tungen mit der Oberfläche der Kugel 
ein sphärisches Dreieck B,a',V n \ 
welches Deckgleichheit mit dem Drei- 
eck Aab darbietet. Die Flächen, 

welche den Perpendikeln aj und b\ \ jj? £ 
entsprechen, existiren nicht not- 
wendig am Krystall, aber sie sind ""- --'' 

vorhandenen Flächen parallel , und Fig. 2. 

wenn sie existirten, würde die Rich- 
tung B, Deckgleichheit mit der Richtung A zeigen, so dass 
man das Zusammenfallen aller Flächen bewirken könnte durch 
Drehung des Krystalls um einen bestimmten Winkel und um 
eine bestimmte Axe C. Für die vorhandenen Flächen findet 
dieses Zusammenfallen in Wirklichkeit nicht statt, sondern die 
beschriebene Drehung bewirkt nur, dass jede Fläche ihrer 
correspondirenden parallel wird. In der im Anhang A (am 
Schlüsse) beschriebenen Construction , welche dazu dient, das 
Gesetz der Rationalität der Parameterverhältnisse zu contro- 
liren, wird kein Unterschied zwischen einer Fläche und der 
ihr parallelen gemacht, da in dieser Construction beide in 
derselben Ebene zusammenfallen. Daraus ist zu schliessen, 
dass, wenn eine bestimmte Fläche krystallographisch möglich 
ist, es auch die ihr parallele Fläche sein wird. Wenn also 
auch die Flächen a' t und b' t an dem Krystall nicht existiren, 

2* 
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so müssen sie doch auf alle Fälle möglich sein, denn sonst 
wären auch ihre parallelen, die Flächen a! und b\ ebenso 
wenig möglich. So hängt die Möglichkeit der Flächen a' r 
und b' t ab von der Möglichkeit der Deckaxe C mit dem Win- 
kel a, d. b. einer so beschaffenen Axe, dass, wenn man dem 
Erystall eine Drehung von angegebenem Betrage um dieselbe 
verleiht, die Richtung A mit der B entgegengesetzten zu- 
sammenfällt, und gleichzeitig die Flächen a und b mit den- 
jenigen zur Deckung gelangen, welche ihren symmetrisch 
correspondirenden Flächen a' und V parallel sind. Auf Grund 
dieser Betrachtungen ist es leicht, alle möglichen Arten der 
Anordnung symmetrisch gleicher Richtungen zu bestimmen. 
Zu diesem Zwecke müssten zuerst die verschiedenen Sym- 
metriearten bestimmt werden, indem man dem Winkel a nach 
und nach alle möglichen Werthe, nämlich 0°, 60°, 90°, 120° 
und 180°, zntheilt. Es ist klar, dass diese verschiedenen 
Fälle sich mit einander in derselben Weise combiniren können, 
wie die entsprechenden Deckaxen; aber anstatt die Unter- 
suchung in dieser Weise durchzuführen, wollen wir einen 
anderen Weg einschlagen, welcher uns rascher zu unserem 
Ziele, alle [17] möglichen Arten der Anordnung gleicher Rich- 
tungen, sowohl der deckbar, als der symmetrisch gleichen, 
aufzufinden, führen wird. Betrachten wir zunächst jede Sym- 
metrieart für sich. 

1) a = ; dies will sagen, dass A mit B zusammenfällt, 
und dass folglich ohne irgend eine Drehung a parallel a und 
b parallel V ist. Jede Richtung im Erystall ist der diametral 
entgegengesetzten symmetrisch gleich. Diese Art der Sym- 
metrie kann definirt werden durch das Gesetz, dass jeder 
Fläche de3 Erystalls eine andere desselben correspondirt, 
welche ihr parallel ist; wir wollen dieses Gesetz das Gesetz 
des Parallelismus nennen. 

2) a = 180°. (Zur Erläuterung dienen hier die beiden 
Figg. 10 und 11, deren erste eine Projection auf eine durch 
die imaginäre Deckaxe gehende Ebene, die andere eine Pro- 
jection auf eine zu jener Axe senkrechte Ebene darstellt.) Es 
sei a eine wirklich vorhandene, über der Projectionsebene 
gelegene Fläche*); durch eine Drehung des Erystalls von 
180° um die imaginäre Deckaxe O fällt diese Fläche mit der 
imaginären Fläche a{ (in Fig. 10 unter, in Fig. 11 über der 



*) S. die Erklärung der Figuren am Schlüsse. 
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Zeichnungsebene) zusammen, und es giebt eine wirklich vor- 
handene Fläche a, (in Fig. 10 über, in Fig. 11 unter der 
Zeichnungsebene) , welche mit a\ parallel ißt. In derselben 
Weise muss einer anderen Fläche b des Krystalls eine reelle 
Fläche V entsprechen. Man sieht also, dass irgend je zwei 
correspondirende Flächen symmetrisch gestellt sind in Bezug 
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auf eine zur imaginären Deckaxe senkrechte Ebene (KK in 
Fig. 10 und die Projectionsebene in Fig. 11). Dieses Sym- 
metriegesetz kann in folgender Weise definirt werden: Jeder 
Fläche des Krystalls entspricht eine - 
andere, so dass diese beiden Flächen .--"" ~-- s 
eine bestimmte Ebene, Symmetrie- /' \ 
ebene genannt, welche für alle Flä- 
chen die gleiche ist, in derselben 
Geraden (oder in parallelen Geraden) ,' '^/f 
schneiden, und dass der Winkel zwi- » ( 
sehen den nach dem Innern des Kry- \ 
stalls gerichteten Normalen dieser 
beiden Flächen durch die Symmetrie- 
ebene halbirt wird. Wir werden ^~ -'' 

diesen Fall der Symmetrie dadurch Fig. 12. 

bezeichnen, dass wir die Sym- 
metrieebene angeben, in Bezug auf welche er statthat. 

3) a = 90°. Durch eine Drehung des Krystalls von 90° 
um die imaginäre Deckaxe C (Fig. 12) fällt irgend eine Fläche 
a zusammen mit der imaginären Fläche a' über der Zeich- 
nungsebene, und es wird eine reelle Fläche a!" geben, welche 
parallel zu a und unter der Zeichnungsebene gelegen ist. 
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Durch eine neue Drehung von 90° gelangt die Fläche a!" 
zur Deckung mit der unteren Fläche a, welche imaginär sein 
wird, während eine obere, zu ihr parallele Fläche a" wirklich 
vorhanden ist. Dreht man nun nochmals um 90°, so führt 
man a" in die Stellung der imaginären oberen Fläche a'", 
und dadurch ist die Existenz einer reellen unteren Fläche a ) 
parallel zu a'", bedingt. Man sieht [18] also, dass bei die- 
sem Symmetriegesetze jeder Fläche a (oben) drei andere ent- 
sprechen: a" (oben), a und a" (unten). Man kann sich 
diese Flächen in zwei Paare (a, a" und a\ a'") getheilt 
denken, so dass die Flächen jedes Paares mit einander zur 
Deckung gelangen durch eine Drehung des Kry Stalls von 180° 
um dieselbe Axe C, und dass die Flächen des einen Paares 
mit den Parallelen der Flächen des anderen Paares eine regel- 
mässige quadratische Pyramide bilden, deren Axe C jene 
Deckaxe von 180° ist. 

Wir wollen dieses Symmetriegesetz mit dem Namen sphe- 
noidische Symmetrie bezeichnen, und die Deckaxe von 180°, 
welche unveränderlich damit verbunden ist, wollen wir die 
Axe der sphenoidischen Symmetrie nennen. In dieser Sym- 
metrie giebt es Richtungen, welche Deckgleichheit besitzen, 
d. h. diejenigen, welche durch eine Drehung des Erystalls 
von 180° um die Symmetrieaxe zur Coincidenz gelangen, 
während sie gleichzeitig symmetrische Gleichheit darbieten mit 

zwei anderen Richtungen, welche 
denjenigen diametral entgegengesetzt 
sind, mit denen die ersteren durch 
eine Drehung des Krystalls um 90° 
um dieselbe Axe zusammenfallen. 

4) a = 60°. Durch eine Dre- 
hung von 60° um die imaginäre 
Deckaxe C (Fig. 1 3) nimmt die reelle 
obere Fläche a die Stellung der ima- 
ginären oberen Fläche a 1 ein, wo- 
raus die Existenz einer reellen un- 
Fig. 13. teren Fläche a 7F , parallel zu a 1 , 

sich ergiebt. Da durch eine wieder- 
holte Drehung um 60° die untere Fläche a IY mit der unteren 
Fläche a Y zusammenfällt, so wird der letzteren parallel eine 
reelle obere Fläche a 11 vorhanden sein. Durch eine dritte 
Drehung von 60° gelangt diese obere Fläche a 11 in die Stel- 
lung der oberen a{ /J , so dass dadurch die Existenz ihrer 
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Parallelen, der unteren Fläche a, bedingt wird, welche ihrer- 
seits durch eine vierte Drehung mit der unteren Fläche a l zu- 
sammenfällt, deren Parallele a IV oben somit eine reelle Fläche 
sein wird; endlich wird die letztere durch eine fünfte Drehung 
mit a v oben coincidiren, und dadurch die Existenz der par- 
allelen unteren Fläche a 11 bestimmt sein. Man sieht also, 
dass einer beliebigen Fläche a fünf andere correspondiren, 
welche mit ihr eine Doppelpyramide bilden, deren Basis ein 
gleichseitiges Dreieck ist. Dieses Symmetriegesetz ist identisch 
mit dem durch das gleichzeitige Vorhandensein einer Deckaxe 
von 120° und einer dazu senkrechten Symmetrieebene be- 
stimmten Gesetze. Jede Richtung steht im Verhältniss der 
Deckgleichheit zu zwei anderen, mit denen sie durch eine 
Drittelumdrehung um die Axe von 120° zusammenfällt, und 
gleichzeitig sind diese drei Richtungen symmetrisch gleich drei 
anderen, welche zu ihnen spiegelbildlich liegen in Bezug auf 
eine zur Deckaxe senkrechte Symmetrieebene. 

5) a = 120°. Durch eine Drehung des Krystalls um 120°. 
um die imaginäre [19] Deckaxe (Fig. 14) nimmt irgend eine 
reelle Fläche a (oben) die Stellung von a 11 an, so dass eine 
Fläche a v (unten) existiren muss, 

welche durch eine zweite Drehung ,-- -^ 

mit a l zusammenfällt, woraus sich X «^ % \ 

das Vorhandensein der Fläche a IV / a \ ? \ 

oben ergiebt, welche ihrerseits in / 
derselben Weise nach und nach die j 

Existenz der Flächen a nl unten, ; *&" ?\ 

a JI oben und a 1 unten bedingt. Die \ 
Gesammtheit dieser, nothwendig co- \ / ^ 

existirenden, Flächen bildet ein 
Rhomboeder. Dieses Gesetz der 
Symmetrie kann ersetzt werden Fig. 14. 

durch die gleichzeitige Existenz 

einer Deckaxe von 120° mit dem Gesetze des Parallelismus. 
Jede Richtung besitzt Deckgleichheit mit zwei anderen Rich- 
tungen, mit denen sie durch Drehungen von 120° um die 
Deckaxe zusammenfällt, während mit ihnen symmetrisch gleich 
sind drei andere, jenen diametral entgegengesetzte, Richtungen. 

§ 14. Um alle möglichen Combinationen der verschiedenen 
Symmetriegesetze mit den Deckaxen aufzufinden, werden wir 
in folgender Weise verfahren: Zuerst soll das Gesetz des 
Parallelismus combinirt werden mit den elf, in den §§ 10, 11 
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und 12 behandelten Fällen. Nachdem auf diese Art elf neue 
Fälle erhalten worden sind, werden wir alle 22 Fälle auf alle 
möglichen Arten mit Symmetrieebenen combiniren, und end- 
lich soll das Gesetz der sphenoidischen Symmetrie zu allen 
denjenigen vorhergehenden Fällen hinzugefügt werden, mit 
denen es vereinbar ist. Bei diesen Combinationen ist die 
Hinzunahme der beiden unter 4) und 5) im vorigen Paragraphen 
beschriebenen Symmetriegesetze nicht erforderlich, denn da 
diese selbst Combinationen des Gesetzes des Parallelismus 
oder einer Symmetrieebene mit Deckaxen darstellen, so 
müssen sie sich von selbst in der Zahl derjenigen Combi- 
nationen befinden, welche auf dem angegebenen Wege ge- 
funden werden. 

§ 15. Bevor wir zur Analyse der möglichen Combinatio- 
nen der Symmetriegesetze mit den Deckaxen übergehen, haben 
wir die folgenden Bemerkungen zu machen: 

1) Eine Deckaxe von 180°, 90° oder 60°, mit dem 
Gesetze des Parallelismus combinirt } bedingt die Existenz 
einer zu ihr senkrechten Symmetrieebene. 

Beweis: Das Vorhandensein einer Fläche a (der oberen 
in Fig. 15) und die gleichzeitige Anwesenheit einer Deckaxe 
C von 180°, 90° oder 60° bedingt die Existenz einer anderen 

Fläche a' (oben) , mit welcher sie 
durch eine Drehung des Krystalls 
von 180° um die Deckaxe zusam- 
menfällt. Das Gesetz des Paralle- 
lismus bedingt weiter die Existenz 
zweier anderer, den ersten paralleler 
Flächen, a und a! unten. Offenbar 
sind alsdann sowohl die beiden a, 
als die beiden a' zu einander [20] 
symmetrisch gestellt in Bezug auf 
die zur Deckaxe senkrechte Pro- 
Fig. 15. jectionsebene. 

2) Die Existenz einer Sym- 
metrieebene in Verbindung mit einer zu ihr senkrechten 
Deckaxe von 180°, 90° oder 60° bedingt zugleich das Ge- 
setz des Parallelismus. In der That erfordert das Vor- 
handensein einer oberen Fläche a (Fig. 15) dasjenige einer 
unteren Fläche a, welche zu jener in Bezug auf die zur Pro- 
jectionsebene gewählte Symmetrieebene spiegelbildlich liegt. 
Andererseits bedingt die Existenz einer Deckaxe von 180°, 
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90° oder 60° diejenige zweier Flächen a (oben und unten), 
welche den beiden Flächen a parallel sind. 

3) Das Vorhandensein zweier Symmetrieebenen, welche 
mit einander einen Winkel a bilden, erfordert die Existenz 
einer, der Schnittrichtung parallelen, Deckaxe mit dem 
Winkel 2 a. 

Seien BAB' und CAC (Fig. 16) zwei Symmetrieebenen 
und der Winkel BAC=a. Die Existenz einer Fläche a 
bedingt diejenige einer Fläche a', 

welche zu ihr symmetrisch in ,-,- --,.£" 

Bezug auf die Ebene BAB' so 
gestellt ist, dass a und a' sich 
auf demselben Eleinkreise mit 
dem Centrum A befinden. Die 
zu ihnen in Bezug auf die Ebene 
CA C symmetrischen beiden Flä- 
chen a und a r " befinden sich 
auf demselben Eleinkreise, und, 
wie leicht einzusehen, bringt eine 
Drehung des Erystalls um den 
Winkel 2 a um die Axe A einer- 
seits die Fläche a mit a", andererseits d mit a" f zur Deckung. 
Folglich ist die Gerade A eine Deckaxe mit dem Winkel 2 or. 

•4) Durch analoge Betrachtungen kann man sich leicht da- 
von überzeugen, dass umgekehrt die Existenz einer Deckaxe 
von 2 a und einer, dieser Axe parallelen, Symmetrieebene 
das Vorhandensein einer anderen Symmetrieebene, welche 
durch dieselbe Axe geht und mit der ersteren einen Winkel 
a einschliesst, erfordert 

§ 16. Nach § 15, 1) erhalten wir, wenn wir das Gesetz 
des Parallelismus mit den verschiedenen Arten der Anordnung 
von Deckaxen, wie sie in den §§ 10, 11 und 12 enthalten sind, 
combiniren, zu jeder der Deckaxen von 180°, 90° und 60° 
eine dazu senkrechte Symmetrieebene. 

1) Der in Fig. 27 dargestellte Fall giebt neun Symmetrie- 
ebenen; drei derselben gehen je durch zwei der Axen von 
90°, die anderen sechs je durch zwei der Axen von 120°. 
Fig. 28*). 




*) Die ausgezogenen schwarzen Linien in den Figuren be- 
zeichnen die Durchschnitte der Symmetrieebenen mit der Kugel- 
oberfläche. 
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[21] 2) Der Fall Fig. 29 liefert drei zu einander senkrechte 
Symmetrieebenen , . welche durch die Axen von 180° gehen 
und von den Axen von 120° gleichen Abstand haben. Fig. 30. 

3) Der Fall Fig. 32 giebt fünf Symmetrieebenen, von 
denen vier durch die Axe von 90° und durch eine der 
Axen von 180°, die fünfte durch alle Axen von 180°, gehen» 
Fig. 33. 

4) Der in Fig. 35 dargestellte Fall, in welchem nur eine 
Axe von 90° vorhanden ißt, liefert eine Ebene der Sym- 
metrie senkrecht zu jener, Fig. 36. 

5) Der Fall Fig. 38 giebt drei zu einander senkrechte 
Symmetrieebenen , welche einander in den Axen von 180° 
schneiden. Fig. 39. 

6) Aus Fig. 41, wo nur eine Axe von 180° vorhanden 
ist, leitet sich Fig. 42 mit einer dazu senkrechten Symmetrie- 
ebene ab. 

7) Der Fall Fig. 44 führt zu sieben Ebenen der Sym- 
metrie, von denen sechs, einander unter Winkeln von 30° 
schneidend, durch die Axe von 60° und durch eine der 
Axen von. 180° gehen, während die siebente, zu jenen senk- 
recht, durch alle Axen von 180° geht. Fig. 45. 

8) In dem Falle Fig. 50 existirt nur eine Axe von 60°, 
es resultirt daher eine Symmetrieebene senkrecht zu dieser 
Axe. Fig. 51. 

9) Der Fall Fig. 47 giebt drei Ebenen der Symmetrie, 
welche einander unter Winkeln von 60° schneiden und mitten 
zwischen je zwei Axen von 180° gelegen sind. Fig. 48. 

10) In Fig. 53 existirt nur eine Axe von 120°, so dass 
keine Symmetrieebene resultirt. Es liegt hier der Fall des 
fünften Symmetriegesetzes von § 13 vor, welchen wir definirt 
haben als denjenigen des gleichzeitigen Vorhandenseins einer 
Axe von 120° mit dem Gesetze des Parallelismus. Fig. 56. 

11) Der in Fig. 58 dargestellte Fall, wo es überhaupt keine 
Deckaxe giebt, liefert einen weiteren, welcher allein durch 
das Gesetz des Parallelismus charakterisirt ist. Fig. 57. 

§ 17. Wir sahen in § 13, dass die Möglichkeit einer Sym- 
metrieebene von derjenigen einer zu ihr senkrechten Deckaxe 
von 180° abhängt. Daraus folgt, dass in den 22, in den 
§§ 10, 11, 12 und 16 aufgezählten Fällen nur solche Sym- 
metrieebenen zugefügt werden dürfen, welche zu möglichen 
Axen von 180° senkrecht stehen. Fügt man im fraglichen 
Falle zu einer schon vorhandenen Axe von 180° eine dazu 
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senkrechte Symmetrieebene hinzu, so wird dies keinen anderen 
Effect haben, als wenn man das Gesetz des Parallelismus hin- 
zugefügt hätte (§ 15, 2), so dass eine derartige Combination 
nnr zu Wiederholungen führen würde. Ebenso wenig hat man 
Symmetrieebenen hinzuzufügen den elf im vorigen Paragraphen 
behandelten Fällen, in denen schon das Gesetz des Paralle- 
lismus existirt, weil [22] man alsdann zugleich eine Axe von 
180° hinzufügen und somit eine andere Combination von Deck- 
axen erhalten würde, während diese Combinationen doch schon 
alle untersucht worden sind. Es bleibt also nur übrig, den- 
jenigen der elf Fälle von § 10, 11 und 12, welche durch 
die Combination mit neuen Axen von 180° sich in andere der- 
selben Anzahl von Fällen umwandeln können, Symmetrieebenen 
hinzuzufügen, und diese müssten senkrecht zu jenen Axen, 
welche man zu den bereits vorhandenen hinzufügen könnte, 
angenommen werden. Prüft man unter diesem Gesichtspunkte 
die elf Fälle der §§ 10, 11 undJ2, so ergiebt sich Folgendes: 

1) Der Fall Fig. 29 geht in den durch Fig. 27 darge- 
stellten über, wenn man Axen von 180° parallel den rhom- 
bischen Axen hinzufügt. Die Hinzufügung einer Symmetrie- 
ebene senkrecht zu einer dieser Axen bedingt aber, in Folge 
des Vorhandenseins der Axen von 120°, im Ganzen sechs 
Ebenen der Symmetrie senkrecht zu den rhombischen Axen. 
Fig. 31. 

2) Der Fall Fig. 35, in welchem nur eine einzige Axe von 
90° existirt, geht in den Fall Fig. 32 über durch Hinzuftigung 
von vier Axen von 180°; die Annahme einer Symmetrieebene 
senkrecht zu einer dieser imaginären Axen führt, in Folge 
des Vorhandenseins der Axe von 90° (§ 15, 4), im Ganzen 
zu vier Symmetrieebenen , welche durch die Axe von 90° 
gehen und einander unter Winkeln von 45° und 90° schnei- 
den. Fig. 37. 

3) Der Fall Fig. 38 geht in den Fig. 32 über durch Hin- 
zufügung einer Axe von 180°, welche den Winkel zwischen 
zwei Axen von 180° halbirt. Nimmt man aber eine Sym- 
metrieebene senkrecht zu dieser imaginären Axe an, so erhält 
man (§ 15, 4) im Ganzen zwei Ebenen der Symmetrie, welche 
durch eine der Axen von 180° gehen und die Winkel der 
beiden anderen halbiren. Fig. 40. 

Zu demselben Falle Fig. 38 könnte man noch andere Axen 
von 180° hinzufügen und folglich neue Ebenen der Symmetrie 
damit verbinden, aber in Bezug auf diese wären dann die 
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reellen Deckaxen von Fig. 38 nicht symmetrisch angeordnet, 
nnd daraus folgt, dass das Vorhandensein solcher Symmetrie- 
ebenen die reelle Existenz neuer Deckaxen erfordern würde; 
hierdurch ist aber bewiesen, dass die Fälle, welche man auf 
diese Art ableiten könnte, auch erhalten werden durch Hin- 
zufügung von Symmetrieebenen, welche keine neuen Deckaxen 
bedingen, zu irgend einer anderen Combination von Deckaxen. 

4) Aus dem Falle Fig. 41 wird der in Fig. 38 darge- 
stellte, wenn man mit der einzig vorhandenen Axe von 180° 
noch eine zweite, dazu senkrechte, derselben Art verbindet. 
Fügt man jedoch zu dieser imaginären Axe von 180° eine zu 
ihr senkrechte Symmetrieebene hinzu, so ergeben sich nach 
§ 15, 4 im Ganzen zwei zu einander senkrechte Symmetrie- 
ebenen, welche durch die Axe von 180° gehen. Fig. 43. 

[23] Würde man noch eine, durch dieselbe Axe gehende 
Ebene der Symmetrie hinzufügen, so würde die Axe von 1 80° 
sich in eine von 90° oder 60° umwandeln, d. h. man hätte 
einen Fall, welcher mit einem auf anderem Wege erhaltenen 
identisch wäre. Auf Grund der, unter der vorhergehenden 
Nummer gemachten Bemerkung ist es ebenso wenig statthaft, 
Ebenen der Symmetrie hinzuzufügen, welche nicht durch die 
Axe von 180° hindurchgehen. 

5) Was den Fall Fig. 58 betrifft, in welchem überhaupt 
keine Deckaxe vorliegt, so kann man irgend eine Symmetrie- 
ebene annehmen und hat dann den Fall Fig. 46. 

Die Hinzufügung noch einer weiteren Symmetrieebene ist 
nicht statthaft, weil es alsdann nothwendig auch eine Deckaxe 
geben würde (§ 15, 3). 

6) Der Fall Fig. 47 geht in denjenigen Fig. 44 über durch 
Hinzunahme einer Axe von 180°, welche den Winkel zwischen 
zweien der vorhandenen Axen von 180° halbirt. Daraus folgt, 
dass man zu diesem Falle eine Ebene der Symmetrie zufügen 
kann, welche durch die Axe von 120° und eine der Axen 
von 180° hindurchgeht. In Folge des Vorhandenseins der 
ersteren giebt es alsdann drei Symmetrieebenen, welche ein- 
ander in der Axe von 120° unter Winkeln von 60° schnei- 
den und deren jede durch eine der Axen von 180° geht, 
und in Folge der Bemerkung § 15, 4 giebt es noch eine 
vierte, zu der ersteren senkrechte Symmetrieebene, welche 
durch alle Axen von 180° geht. Fig. 49. 

Offenbar ist es hier, ebenso wie in den anderen Fällen, 
unstatthaft, Symmetrieebenen hinzuzufügen, in Bezug auf 
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welche die Deckaxen Dicht symmetrisch angeordnet sind. Man 
könnte somit in Fig. 47 nur noch eine Symmetrieebene senk- 
recht zu der Axe von 120° annehmen, aber dieser neue Fall 
wäre, in Folge der Bemerkung §15,4, identisch mit dem 
soeben abgeleiteten Falle Fig. 49. 

7) Der Fall Fig. 50, mit einer einzigen Axe von 60°, 
führt zu dem in Fig. 44 dargestellten durch Hinzufügung einer 
Axe von 180°. Man kann also hier eine durch die Axe von 
60° hindurchgehende Symmetrieebene annehmen und hat als- 
dann, nach § 1 5, 4, im Ganzen sechs Symmetrieebenen, welche 
einander in der Axe von 60° unter Winkeln von 30° und 
60° schneiden. Fig. 52. 

8) Fig. 53, in welcher nur eine Axe von 120° vorhanden 
ist, geht in Fig. 50, mit einer Axe von 60°, über, wenn man 
noch eine, mit der Axe von 120° zusammenfallende Axe von 
180° annimmt. In Folge dessen ist man berechtigt, zu die- 
sem Falle eine zur Axe von 120° senkrechte Symmetrieebene 
hinzuzufügen, und alsdann erhält man das Symmetriegesetz 
von § 14, 4. Fig. 54. 

9) Derselbe Fall Fig. 53 , mit einer einzigen Axe von 
120°, führt zu Fig. 47 durch Hinzufügung einer Axe von 
180° senkrecht zu der von 120°. Man kann also mit dem- 
selben noch eine Symmetrieebene verbinden , welche durch 
die Axe von 120° geht, [24] und erhält dann im Ganzen 
drei Ebenen der Symmetrie, welche einander in der Axe 
von 120° unter Winkeln von 60° schneiden. Fig. 55. 

Die Hinzufügung anderer Symmetrieebenen bedingt die 
Existenz neuer Deckaxen. 

Fügt man zu Fig. 32 eine Axe von 180° hinzu, welche 
den Winkel zwischen der Axe von 90° und einer der Axen 
von 180° halbirt, so geht dadurch dieser Fall in denjenigen 
der Fig. 27 über. Die Annahme einer Symmetrieebene senk- 
recht zu jener neuen Axe bedingt die Existenz einer weiteren 
Axe von 90°, und daraus geht hervor, dass wir das gleiche 
Resultat schon weiter oben auf anderem Wege erhalten mussten. 

Zu den beiden noch übrigbleibenden Fällen der §§ 10, 11 
und 12, nämlich den in Fig. 27 und 44 dargestellten, können 
neue Axen von 180° nicht hinzugefügt werden, also kann 
man, ohne das Gesetz des Parallelismus hereinzuziehen, auch 
keine neuen Symmetrieebenen hinzufügen. 

§ 18. Es bleibt noch übrig, mit den vorhergehenden 
Fällen das Gesetz der sphenoidischen Symmetrie, § 13, 3, 
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zu combiniren. Hierbei ist zu beachten, dass dieses Gesetz 
nur da eintreten kann, wo eine Axe von 180°, welche sich 
in eine solche von 90° umwandeln kann, existirt. Derartige 
Axen von 180° giebt es nur in den Deckaxen-Combinationen 
Fig. 29, 38 und 41, sowie in denjenigen Fällen, welche sich 
von diesen durch Hinzufügung des Gesetzes des Parallelismus 
ableiten, nämlich Fig. 30, 39 und 42, oder durch Hinzuftlgung 
von Symmetrieebenen, Fig. 31, 40 und 43. Zunächst ist 
leicht einzusehen, dass die Hinzufügung des Gesetzes der 
sphenoidischen Symmetrie zu dem Falle Fig. 38 den schon 
vorher gefundenen Fig. 40 liefert, denn dieses Gesetz erfordert 
das gleichzeitige Vorhandensein von vier Flächen, welche so 
angeordnet sind, wie a, a\ d f und a'" in Bezug auf die 

Symmetrieaxe C in Fig. 17. Die 

^-'*'~£---^ Existenz einer Axe von 180°, 

£'' ? * % y DD. senkrecht zur Axe C, zieht 

/ \ \ \ / \ das Auftreten von vier neuen 

\ \i / \ Flächen b, b\ b" und V" nach 

D \ *Q- ^ray- *^\p 8 * c h* Di© 8 ® ach* Flächen sind 

', "* ]/^\ ® b "'' offenbar symmetrisch gestellt in 

\ / \\ \^ / Bezug auf die beiden Ebenen 
\ / \\ \ / FF und GG, welche durch C 

f x v *. ö m y G gehen und die Winkel zwischen 

""--.*_ ?--'* den beiden anderen Axen von 

Fig. 17. 180° halbiren, wodurch der Be- 

weis geliefert ist, dass dieser Fall 
mit dem in Fig. 40 dargestellten übereinstimmt. 

Da in Fig. 29 ebenfalls drei auf einander senkrechte Axen 
von 180° vorhanden sind, so liefert die Hinzufügung des Ge- 
setzes der sphenoidischen Symmetrie zu diesem Falle Ebenen 
der Symmetrie, welche durch die Axen von 120° gehen, und 
zwar bedingen die letzteren die Erhöhung der Anzahl dieser 
Ebenen auf sechs, so dass wir, einen schon abgeleiteten Fall, 
Fig. 31, erhalten. Hier sind alle Axen von 180° in solche 
der sphenoidischen Symmetrie umgewandelt, und in Folge 
dessen ist eine weitere Hinzufügung dieser Symmetrie unmög- 
lich. Dagegen kann man in dem durch Fig. 40 dargestellten 
Falle die sphenoidische Symmetrie noch in Bezug auf eine 
[25] andere Axe von 180° annehmen, es ist aber leicht ein- 
zusehen, dass man durch diese Hinzufügung den oben be- 
trachteten Fall, nämlich Fig. 31, erhält. 

Der einzige neue Fall, zu dem wir gelangen können, 
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resultirt aus der Hinzufügung der sphenoidischen Symmetrie zu 
dem in Fig. 4 1 dargestellten Falle, in welchem nur eine Axe % 
von 180° existirt, und dieser Fall zeigt das Gesetz der sphe- 
noidischen Symmetrie allein, ohne irgend eine Hinzufügung. 
. Fig. 34. 

In denjenigen Fällen, welche aus der Combination der be- 
trachteten Fälle Fig. 29, 38 und 41 mit dem Gesetze des 
Parallelismus hervorgehen, ist es nicht statthaft, noch das 
Gesetz der sphenoidischen Symmetrie hinzuzufügen, weil dieses 
Gesetz in Combination mit demjenigen des Parallelismus eine 
Deckaxe von 90° ergiebt. Auch ist es leicht einzusehen, dass 
man durch Hinzunahme des Gesetzes der sphenoidischen Sym- 
metrie zu dem in Fig. 43 dargestellten Falle zu dem bereits 
bekannten der Fig. 40 gelangt. 



Kapitel IV. 

Allgemeine Uebersicht der verschiedenen krystallo- 

graphischen Gruppen. 

§ 19. In den Kapiteln II und III wurden 32 krystallo- 
graphische Gruppen aufgestellt, welche sich von einander 
durch die Zahl und Anordnung der gleichwerthigen Rich- 
tungen unterscheiden. In der nun . folgenden allgemeinen 
Uebersicht derselben sollen sie in sechs Klassen vereinigt 
werden, indem in die gleiche Klasse diejenigen Gruppen ge- 
stellt werden, welche gewisse gemeinsame Eigenschaften be- 
sitzen. Diese Klassen sind nichts Anderes, als die allgemein 
adoptirten Krystallsysteme. So bilden die fünf Gruppen 
Fig. 27, 28, 29, 30 und 31, welche durch das Vorhandensein 
mehrerer Axen von 120° charakterisirt sind, das erste oder 
das reguläre Krystallsystem. Die sieben Gruppen Fig. 32, 
33, 34, 35, 36, 37 und 40, welche eine einzige Axe von 
90° oder als Ersatz derselben sphenoidische Symmetrie be- 
sitzen, bilden das zweite oder das tetragonale Krystall- 
system. Zwölf Gruppen, Fig. 44, 45', 47, 48, 49, 50, 51, 
52, 53, 54, 55 und 56, charakterisirt durch die Gegenwart 
einer einzigen Axe von 120° oder 60°, setzen das dritte oder 
das hexagonale Krystallsystem zusammen. Drei Gruppen, 
Fig. 38, 39 und 43, in denen nur Axen von 180° vorhanden 
sind, und zwar deren drei auf einander senkrechte oder zu 
ihnen normale Symmetrieebenen an ihrer Stelle oder mit ihnen 
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combinirt, bilden das vierte oder rhombische Kristallsystem. 
Drei Gruppen, Fig. 41, 42 und 46, charakterisirt durch eine 
einzige Axe von 180° und eine dazu senkrechte Symmetrieebene, 
[26] welche mit dieser Axe verbunden ist oder sie ersetzt, bilden 
das fünfte oder monokline System. Endlich entsprechen die . 
beiden Oruppen ohne Deckaxe und Symmetrieebene, Fig. 57 
und 58, dem sechsten oder triklinen Krystallsystem. 

§ 20. Im Folgenden soll nunmehr die Beziehung der im 
Vorhergehenden aufgestellten Gruppen der Erystalle zu den 
verschiedenen, allgemein angenommenen Unter ab theilnngen der 
Erystallsysteme angegeben werden. Für diese Unterabthei- 
lungen werden wir uns der von Naumann angewendeten 
Namen bedienen. Wir lenken die Aufmerksamkeit des Lesers 
auf die in den Figuren angegebenen Flächen, deren Gesammt- 
heit Das bildet, was man die allgemeine einfache Form einer 
Gruppe nennt, d. h. die Gesammtheit der Flächen, welche in 
dieser Gruppe nothwendig mit irgend einer beliebigen Fläche 
gleichzeitig vorhanden sein müssen*}. 

A. Das reguläre System. 

1) Die Fig. 28 entspricht den holoedrischen Formen dieses 
Systems. Die allgemeine Form ist das Hexakisoktaeder. Einer 
beliebigen Richtung correspondiren 23 andere, welche mit ihr 
deckbar gleich sind, udd 24 Richtungen, welche mit der ersten 
symmetrisch* gleich sind. Die zuerst erwähnten Richtungen 
sind die Normalen der abwechselnden Flächen der allgemeinen 
Form, die anderen die Normalen der übrigen Flächen. 



*) Die Flächen sind durch ihre Berührungspunkte mit der 
Kugeloberfläche markirt; die Punkte, welche sich über der Zoich- 
nungsebene befinden, sind durch Kreuze bezeichnet, die darunter 
befindlichen durch kleine Kreise. Wenn zwei einer oberen und 
einer unteren Fläche entsprechende Punkte in der Projection zu- 
sammenfallen, so ist dieser Punkt durch ein Kreuz, umgeben von 
einem kleinen Kreise, bezeichnet. Dieselben Punkte dienen auch 
dazu, die relative Lage gleichwerthiger Richtungen anzugeben. Die 
mit demselben Buchstaben (a oder b) bezeichneten Punkte geben 
die Enden von deckbar gleichen, vom Gentrum der Kugel aus- 
gehenden Richtungen an, während eine mit b bezeichnete Richtung 
einer anderen, bei welcher der Buchstabe a steht, symmetrisch 
gleich ist. Die nach der unteren Hälfte der Kugel geführten Rich- 
tungen tragen die Bezeichnungen a! und V. Wenn in der Pro- 
jection die Enden zweier Richtungen auf denselben Punkt fallen, 
so befinden sich neben demselben die Bezeichnungen für beide 
Richtungen. 
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2) Die Fig. 27 stellt die Hemie'drie nach den abwechseln- 
den einzelnen Flächen dar. Die allgemeine Form ist ein 
Körper mit 24 pentagonalen Flächen, welchen man aus dem 
Hexakisoktaeder ableiten kann durch Weglassung der alter- 
nirenden Flächen. Die deckbar gleichen Richtungen sind in 
derselben Weise, wie in der vorhergehenden Gruppe, ange- 
ordnet, d. h. wie die Normalen zu den Flächen der allgemeinen 
Form. Symmetrisch gleiche Richtungen giebt es überhaupt 
nicht. Diese Hemie'drie [27] wird von Naumann erwähnt, 
obgleich man sie noch nicht in der Natur entdeckt hat. 

3) Fig. 3 1 entspricht der tetra'edrischen Hemie'drie. Die 
allgemeine Form ist das Hexakistetraeder , welches man aus 
dem Hexakisoktaeder durch Weglassung derjenigen Gruppen 
von Flächen erhält, welche den abwechselnden Flächen des 
Oktaeders entsprechen. Die Anzahl der deckbar gleichen 
Richtungen ist die Hälfte von derjenigen in der vorhergehen- 
den Gruppe; es sind nämlich 12 Richtungen, welche den 
Normalen der abwechselnden Flächen der allgemeinen Form 
entsprechen, während die ihnen symmetrisch gleichen Rich- 
tungen den Normalen der anderen Flächen der allgemeinen 
Form correspondiren. Diese letzteren Richtungen sind auch 
in der Holoedrie den ersteren symmetrisch gleich, während in 
der Hemie'drie mit abwechselnden einzelnen Flächen sie ihnen 
überhaupt nicht gleich sind. 

4) Fig. 30 stellt die dodekaedrüche Hemiedrie dar. Die 
allgemeine Form ist das Dyakisdodekaeder (oder gebrochene 
Pentagondodekaeder), welches man aus dem Hexakisoktaeder 
erhält, wenn man di« an den abwechselnden mittleren Kanten 
dieser Form liegenden Flächenpaare weglässt. Die deckbar 
gleichen Richtungen sind dieselben, wie in der vorhergehen- 
den Gruppe, aber die ihnen symmetrisch gleichen Richtungen 
sind andere, nämlich die den ersteren diametral entgegenge- 
setzten Richtungen. 

5) Fig. 29 entspricht der Tetartoedrie. Die allgemeine 
Form ist das tetraedrische Pentagondodekaeder, welches man 
aus dem Hexakisoktaeder ableiten kann durch Weglassung der 
abwechselnden oktaedrischen Flächengruppen und der alter- 
nirenden Flächen in den übrig bleibenden Gruppen. Hier exi- 
stirt Deckgleichheit zwischen denselben Richtungen, wie in den 
beiden vorhergehenden Hemiedrien, aber es giebt keinerlei 
symmetrisch gleiche Richtungen. 

Ostwald's Klassiker. 75. 3 
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B. Das tetragonale System. 

1) Fig. 33 entspricht der Holoe'drie. Die allgemeine Form 
ist eine ditetragonale Pyramide. Eine beliebige Richtung ist 
deckbar gleich sieben anderen , welche so angeordnet sind, 
wie die abwechselnden Flächen der allgemeinen Form; die 
acht, den erwähnten diametral entgegengesetzten, Richtungen 
sind ihnen symmetrisch gleich. 

2) Fig. 32 entspricht der trapezoedrischen Hemiedrie. 
Die allgemeine Form ist ein tetragonales Trapczoeder. Die 
deckbar gleichen Richtungen sind dieselben, wie in der vor- 
hergehenden Gruppe, während es symmetrisch gleiche über- 
haupt nicht giebt. 

3) Fig. 40 stellt die sphenoidische Hemiedrie dar. Die 
allgemeine Form [28] ist ein tetragonales Skalenoe'der. Deck- 
bar gleich sind vier Richtungen, welche durch eine halbe 
Umdrehung um die Axen von 180° in dieselbe Stellung ge- 
langen, während vier andere Richtungen, welche zu den erste- 
ren spiegelbildlich sind in Bezug auf die Symmetrieebenen, ihnen 
symmetrisch gleich sind. Mit anderen Worten: die deckbar 
gleichen Richtungen entsprechen den Normalen zweier, an 
den gegenüberliegenden mittleren Kanten gelegenen Flächdn- 
paaren, die ihnen symmetrisch gleichen den Normalen der 
beiden anderen Flächenpaare. Wie überhaupt in allen Hemi- 
edrien, Tetartoedrien und Hemimorphien sind die gleichen 
Richtungen identisch mit solchen, welche auch in der Holo- 
edrie gleich sind. 

4) Fig. 36 entspricht der pyramidalen Hemiedrie. Die 
allgemeine Form ist eine quadratische Pyramide. Deckbar 
gleich sind vier Richtungen, welche durch Drehungen von 90° 
um die Deckaxe von 90° zusammenfallen, während die dia- 
metral entgegengesetzten Richtungen ihnen symmetrisch gleich 
sind. Die ersteren vier Richtungen entsprechen den Normalen 
derjenigen vier Flächen der allgemeinen Form, welche eine 
Seite der Axe von 90° schneiden, während die den ersteren 
symmetrisch gleichen Richtungen normal zu den anderen 
Flächen stehen. 

5) Fig. 34 stellt die sphenoidische Tetarto'edrie dar. Die 
allgemeine Form ist ein tetragonales Sphenoid. Deckbar 
gleich sind in diesem Falle zwei Richtungen, welche durch 
eine Drehung von 180° um die Axe der sphenoid ischen Sym- 
metrie vertauscht werden, während die ihnen symmetrisch 
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gleichen Richtungen diejenigen sind, welche diametral ent- 
gegengesetzt sind den Richtungen, mit denen die ersteren 
durch eine Drehung von 90° um die Axe der sphenoidischen 
Symmetrie zusammenfallen. Die deckbar gleichen Richtungen 
entsprechen den Normalen zweier Flächen der allgemeinen 
Form, welche nach derselben Seite der Axe von 180° con- 
vergiren, während die ihnen symmetrisch gleichen normal zu 
den anderen Flächen sind. 

6) Fig. 37 entspricht der Hemimorphie der holoedrischen 
Formen. Die allgemeine Form ist die Hälfte einer ditetra- 
gonalen Pyramide, bestehend aus denjenigen acht Flächen, 
welche nach einer Seite der Axe von 90° convergiren. Es 
giebt vier deckbar gleiche Richtungen, nämlich diejenigen, 
welche durch Drehungen von 90° um die Axe von 90° zu- 
sammenfallen, und vier andere, den ersteren symmetrisch 
gleiche Richtungen, welche zu jenen in Bezug auf die Sym- 
metrieebenen spiegelbildlich gelegen sind. 

[29] 7) Fig. 35 stellt die Hemimorphie der pyramidalen 
und trapezoedrischen Hemiedrie dar, welche man einfach 
die »hemiödrische Hemimorphie« nennen kann, weil die sphen- 
oidische Hemiedrie keine entsprechende Hemimorphie besitzt. 
Die allgemeine Form ist die Hälfte einer quadratischen Pyra- 
mide, aus denjenigen Flächen bestehend, welche nach einer 
Seite der Axe von 90° convergiren. Deckbar gleich sind je 
vier Richtungen, welche durch Drehungen von 90° um die 
Axe von 90° zur Deckung gelangen und den Normalen auf 
den Flächen der allgemeinen Form entsprechen. Symmetrisch 
gleiche Richtungen giebt es überhaupt nicht. 

Anmerkung. Unter den eben aufgezählten Gruppen des 
tetragonalen Systems hat die trapezoedrische Hemiedrie nur 
einen einzigen Repräsentanten in der Natur, nämlich den 
Wulfenit, welcher mit mehr Grund in diese, als in irgend 
eine andere Gruppe zu stellen ist. Die sphenoidische Tetarto- 
edrie und die beiden Arten der Hemimorphie haben, soweit 
bekannt, in der Natur keine Repräsentanten. Die Gesetze 
dieser Tetartoedrie sind trotzdem von Naumann auseinander- 
gesetzt worden, während er der beiden Hemimorphien nicht 
mit einem Worte gedenkt. Es scheint jedoch, dass er sie 
nicht für unmöglich hält, sondern einfach deshalb nicht von 
ihnen spricht, weil er sich überhaupt mit der Hemimorphie 
sehr wenig beschäftigt. Andererseits will Naumann mehrere 
andere Gruppen des tetragonalen Systems aufstellen, welche 

3* 
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unter den in vorliegender Abhandlung aufgestellten nicht ent- 
halten sind und nach unserer Ansicht keine besonderen Grup- 
pen bilden können. Nach dem Vorhergehenden müssen viel- 
mehr die Krystalle, welche er in jene Gruppen einreihen 
wollte, zu verschiedenen Gruppen anderer Krystallsysteme 
gehören. Im Folgenden sollen diese Gruppen, deren Existenz 
wir nicht anerkennen, einzeln betrachtet werden. Es sind 
die folgenden: 

1) Die rhombotype Hemiedrie. Die in diese Hemiedrie 
eingereihten Formen betrachten wir als der holoedrischen- 
Gruppe des rhombischen Systems angehörig. Man hatte den 
Harmotom als Hauptbeispiel dieser Hemiedrie betrachtet, bis 
Des Cloizeaux, gestützt auf neue Untersuchungen der opti- 
schen Eigenschaften dieses Minerals, sich für berechtigt hielt, 
die Krystalle desselben in das Thombische System einzureihen*) 
(Manuel de Mineralogie, 1, 413). Guiscardi (Uebersicht der 
min. Forsch, v. Kenngott, 1859, S. 85) hat ferner die Kry- 
stalle des Guarinit dieser Hemiedrie zuzählen wollen, eine 
Ansicht, welche jedoch durch Untersuchung des optischen 
Verhaltens dieses Minerals noch keine Bestätigung erfahren 
hat. Wie bei [30] den Krystallen des Mononatriumphosphats, 
welche Mitscher lieh, der sie beschrieb, als rhombisch be- 
trachtete, in der einen ihrer beiden Modificationen das Ver- 
hältniss der Makrodiagonale zur Hauptaxe = 2:1 ist, so 
könnte man diese Krystalle mit demselben Rechte, wie früher 
die des Harmotoms, als zur rhombotypen Hemiedrie des tetra- 
gonalen Systems gehörig betrachten. Trotzdem hat man dies 
nicht gethan, und es ist sehr wahrscheinlich, dass die optische 
Untersuchung der betreffenden Krystalle, wenn sie ausgeführt 
wird, gegen die Zugehörigkeit derselben zum tetragonalen Sy- 
stem entscheiden wird. 

2) Die rhombotype Tetarto'edrie. Wir betrachten die 
hierher gerechneten Formen als der sphenoidischen Hemiödrie 
des rhombischen Systems angehörig. Krystalle mit den Eigen- 
schaften, welche man als entscheidend für diese Tetartoedrie 
betrachtet, wurden bisher nicht entdeckt. 

3) Die Hemimorphie der sphenoidischen Hemiedrie. Die 
hierzu gezählten Formen rechnen wir zur Hemimorphie der 
holoedrischen Formen des rhombischen Systems. Wert her 
setzt in diese Hemiedrie die Krystalle des Harnstoffs (Jounu 



*) S. weiterhin die Anmerkung zum rhombischen System. 
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f. prakt. Chemie 35, 51). Mao muss jedoch bemerken, dass 
bei diesem Körper die Wirkung der Hemimorphie sich nur 
an der Basis (Hauptpinakoid), einer im Ganzen seltenen Form 
derselben, äussert, während das Sphenoid und das quadratische 
Prisma erster Ordnung stets mit vollständiger Flächenzahl 
auftreten, was dem Charakter dieser Hemimorphie widerspricht. 
Es scheint uns also viel natürlicher anzunehmen, dass das 
Fehlen einer der basischen Flächen nur ein zufälliges ist, bis 
eine Untersuchung der pyroelektrischen Eigenschaften der 
Kry stalle die Frage entschieden haben wird. Das eben für 
den Harnstoff Gesagte bezieht sich auch auf die Rutilvarietät, 
welche nach Haidinger sphenoidische Hemiedrie mit hemi- 
morpher Entwickelung der Basis zeigt (Kokscharow, Ma- 
terialien zur Mineralogie Russlands, 4, 36). 

4) Eine besondere Meroedrie, derdh Formen nach unserer 
Ansicht als zur Holoedrie des monoklinen Systems gehörig 
betrachtet werden müssen. Diese Meroedrie wurde in Folge 
der Untersuchungen von G. Rose über das sulfaminsaure 
Ammon (Poggendorffs Annalen 47, 476) aufgestellt. Es 
scheint jedoch, dass die Genauigkeit, mit welcher man die 
Winkel dieser Krystalle kennt, nicht genügt, um ihre wirk- 
liche Zugehörigkeit zum tetragonalen System zu beweisen, und 
ausserdem liegen zur Entscheidung dieser Frage keine opti- 
schen Untersuchungen vor. 

[31] C. Das hexagonale System. 

1) Fig. 45 entspricht der Holoedrie. Die allgemeine Form 
ist eine dihexagonale Pyramide. Deckbar gleiche Richtungen 
existiren zwölf; von diesen sind sechs diejenigen, mit denen 
irgend eine Richtung nach und nach zur Deckung gelangt 
durch Drehungen von je 60° um die Axe von 60°, während 
die sechs anderen so gelegen sind, dass die sechs ersteren 
mit ihnen zusammenfallen durch eine Drehung von 180° um 
irgend eine der Axen von 180°. Symmetrisch gleich sind zu 
jenen Richtungen die ihnen diametral entgegengesetzten. Die. 
deckbar gleichen Richtungen sind angeordnet, wie die Kor- 
malen der abwechselnden Flächen der allgemeinen Form, die 
ihnen symmetrisch gleichen Richtungen, wie die Normalen der 
anderen Flächen. 

2) Fig. 44 stellt die trapezoedrische Hemiedrie dar. Die 
allgemeine Form ist ein hexagonales Trapezoeder. Die zwölf 
deckbar gleichen Richtungen sind dieselben, wie in der 
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vorhergehenden Gruppe; sie entsprechen den Normalen der 
Flächen der allgemeinen Form; symmetrisch gleiche Richtungen 
giebt es nicht. Diese Hemiedrie wurde von Naumann an- 
geführt, aber man hat noch keine ihr angehörige Krystalle 
entdeckt. 

3) Fig. 48 entspricht der rhomboedrischen Hemiedrie. 
Die allgemeine Form ist ein hexagonales Skalenoeder. Irgend 
eine Richtung ist deckbar gleich zwei anderen, mit denen sie 
durch Drehungen von 120° um die Axe von 120° zusammen- 
fällt, und drei anderen, mit denen die ersteren durch eine 
Drehung von 180° um irgend eine der Axen von 180° zur 
Deckung gelangen. Den genannten sechs Richtungen sym- 
metrisch gleich sind sechs andere, nämlich die ihnen diametral 
entgegengesetzten. Die deckbar gleichen Richtungen ent- 
sprechen den Normalen* der Flächenpaare, welche an den ab- 
wechselnden Mittelkanten der allgemeinen Form liegen, wäh- 
rend die ihnen symmetrisch gleichen Richtungen angeordnet 
sind, wie die Normalen der anderen Flächen dieser Form. 

4) Fig. 51 stellt die pyramidale Hemiedrie dar. Die 
allgemeine Form ist eine hexagonale Pyramide dritter Ord- 
nung. Deckbar gleich sind je sechs Richtungen, welche durch 
Drehungen von 60° um die Axe von 60° zusammenfallen, und 
diesen symmetrisch gleich sechs andere Richtungen, welche 
zu ihnen spiegelbildlich liegen in Bezug auf die Symmetrie- 
ebene. Die ersteren entsprechen den Normalen [32] derjenigen 
Flächen der allgemeinen Form, welche nach einer Seite der 
Axe von 60° convergiren, während die den ersteren symme- 
trisch gleichen Richtungen den Normalen der anderen Flächen 
dieser Form parallel sind. 

5) Fig. 49 entspricht der trigonotypen Hemiedrie. Die 
allgemeine Form ist eine ditrigonale Pyramide. Es giebt 
sechs deckbar gleiche Richtungen ; drei von ihnen fallen durch 
Drehungen von 120° um die Axe von 120° zusammen, wäh- 
rend die drei anderen mit ersteren zur Deckung gelangen 
durch eine Drehung von 180° um irgend eine der Axen von 
180°. Ausserdem giebt es noch sechs den eben genannten 
symmetrisch gleiche Richtungen, nämlich diejenigen, weiche 
ihnen in Bezug auf eine der Symmetrieebenen entgegengesetzt 
sind. Die deckbar gleichen Richtungen entsprechen den Nor- 
malen auf den abwechselnden Flächen der allgemeinen Form, 
die ihnen symmetrisch gleichen den Normalen zu den anderen 
Flächen dieser Form. Diese Hemiedrie ist von Naumann 
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angegeben worden, obgleich man noch keinen Repräsentanten 
derselben in der Natur gefunden hat. 

6) Fig. 56 stellt die rhomboedrische Tetartoedrie dar. Die 
allgemeine Form ist ein Rhomboeder dritter Ordnung. Deck- 
bar gleich sind je drei Richtungen, welche durch Drehungen 
von 120° um die Axe von 120° vertauscht werden; die dia- 
metral entgegengesetzten Richtungen sind ihnen symmetrisch 
gleich. Die deckbar gleichen Richtungen entsprechen den 
Normalen auf denjenigen Flächen der allgemeinen Form, welche 
nach einer Seite der Axe von 120° convergiren, während die 
ihnen symmetrisch gleichen angeordnet sind, wie die Normalen 
der anderen Flächen. 

7) Fig. 47 entspricht der trapezoedrischen oder trigono- 
typen Tetartoedrie. Die allgemeine Form ist ein trigonales 
Trapezoeder. Es existiren hier sechs deckbar gleiche Rich- 
tungen; drei derselben fallen durch Drehungen von 120° um 
die Axe von 120° zusammen, während die drei anderen mit 
ihnen durch eine Drehung von 180° um eine der Axen von 
180° zur Deckung gelangen. Diese Richtungen entsprechen 
den Normalen der Flächen der allgemeinen Form. Symmetrisch 
gleiche Richtungen giebt es in diesem Falle nicht. 

8) Fig. 54 repräsentirt eine Tetartoedrie, welche wir nach 
Analogie die pyramidale Tetartoedrie nennen wollen. Die 
aligemeine Form ist eine trigonale Pyramide dritter Ordnung. 
Deckbar gleich sind diejenigen drei Richtungen, welche durch 
Drehungen von 120° um die Axe von 120° ihre Stellung 
vertauschen; symmetrisch gleich sind jenen drei andere Rich- 
tungen, welche zu ihnen symmetrisch gestellt sind in Bezug 
[33] auf die Symmetrieebene. Die deckbar gleichen Rich- 
tungen sind angeordnet, wie die Normalen zu denjenigen 
Flächen der allgemeinen Form, welche nach einer Seite der 
Axe von 120° convergiren, während die ihnen symmetrisch 
gleichen Richtungen den Normalen der anderen Flächen ent- 
sprechen. Man hat in der Natur noch keine Krystalle ge- 
funden, welche diese Art von Tetartoedrie zeigen, und die- 
selbe wird auch von Naumann nicht erwähnt. Die Ursache 
des letzteren Umstandes finden wir in den folgenden Worten 
Naumanns (Elemente der theoretischen Erystallographie, 
1856, S. 215). Bei der Besprechung der verschiedenen Te- 
tartoe'drien des hexagonalen Systems sagt er: «Wie bei der 
Hemiedrie, so scheint auch bei der Tetartoedrie die zu An- 
fang von § 121 erwähnte Gliederung der dihexagonalen 
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Pyramiden berücksichtigt werden zu müssen, so dass also von 
je vier, über einem Sextanten der Basis gelegenen Flächen alle- 
mal eine zurückbleibt, während die drei anderen verschwinden. 
Unter dieser Voraussetzimg sind aber nur zwei Modalitäten 
der Tetartoedrie möglich.« Der Schluss ist richtig, aber die 
Voraussetzung, welche ihm zur Basis dient, ist für uns nicht 
annehmbar, denn man erhält die Formen der pyramidalen 
Tetartoedrie, wenn man in jeder der Flächengruppen der ab- 
wechselnden Sextanten zwei Flächen behält, entweder die 
beiden rechten oder die beiden linken. Wir können nicht 
begreifen, warum Naumann die Bedingung aufstellen musste, 
dass noth wendig eine Fläche in jedem Sector von 60° zurück- 
bleiben müsse. Es scheint uns nicht, dass die Symmetrie (wir ge- 
brauchen hier das Wort in dem Sinne, welchen Naumann ihm 
giebt) des hexagonalen Systems durch Weglassung alier Flächen 
der abwechselnden Sectoren leide, weil wir alsdann von den 
vier, an irgend einer der horizontalen Axen liegenden Sectoren 
in zweien derselben die Flächen weglassen, und zwar so, dass 
das Gleiche für jede dieser Axen stattfindet. Die Hypothese 
Naumann 's kann noch einer anderen Betrachtung unterworfen 
werden. In irgend einer Erystallreihe des hexagonalen Systems 
kann man beliebig wählen zwischen zwei Systemen der hori- 
zontalen Axen, von denen die einen die Winkel der anderen 
halbiren. Es giebt Nichts, was uns zwingt, in den Formen 
der trigonotypen Hemiedrie und der trapezoedrischen Tetarto- 
edrie gerade dasjenige der beiden Axensysteme zu wählen, 
für welches die oben erwähnte Voraussetzung Naumann 's 
Gültigkeit besitzt. Indem wir das andere System wählen, 
haben wir andere Sectoren von 60°, welche vollkommen das 
gleiche Recht haben, an die Gesetze der Symmetrie (wie Nau- 
mann es nennt) des hexagonalen Systems gebunden zu sein, 
wie die ersten. Berücksichtigen wir aber diese neuen Sectoren 
bei der Ableitung der Formen der trigonotypen Hemiedrie 
und der trapezoedrischen Tetartoedrie von denen der Holo- 
edrie, [34] so sind wir gezwungen, alle Flächen der ab- 
wechselnden Sectoren verschwinden zu lassen. In Kapitel VI 
soll der Charakter der Formen der pyramidalen Tetartoedrie 
specieller auseinandergesetzt werden. 

9) Fig. 52 stellt die Hemimorphie der holoedrischen For- 
men dar. Die allgemeine Form ist die Hälfte einer dihexa- 
gonalen Pyramide, von der nur diejenigen Flächen beibehalten 
sind, welche nach einer Seite der Axe von 60° convergiren. 
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Es giebt hier sechs deckbar gleiche Richtungen, welche durch 
successive Drehungen von 60° um die Axe von 60° in die 
gleiche Stellung gelangen, während sechs andere Richtungen, 
welche je den ersteren in Bezug auf eine der Symmetrie- 
ebenen entgegengesetzt liegen, ihnen symmetrisch gleich sind. 
Die deckbar gleichen Richtungen sind angeordnet, wie die 
Normalen der abwechselnden Flächen der allgemeinen Form, 
die ihnen symmetrisch gleichen, wie die Normalen der übrigen 
Flächen dieser Form. Der Greenockit krystallisirt in dieser 
Hemimorphie. 

10) Fig. 50 entspricht der Hemimorphie der trapezoedri- 
schen und pyramidalen Hemiedrie. Die allgemeine Form 
ist die Hälfte einer hexagonalen Pyramide, in welcher die- 
jenigen Flächen beibehalten sind, welche nach einer Seite der 
Axe von 60° convergiren. Deckbar gleich sind sechs Rich- 
tungen, welche durch Drehungen von je 60° um die Axe von 
60° zusammenfallen und den Normalen der Flächen der all- 
gemeinen Form entsprechen; symmetrisch gleiche Richtungen 
existiren in diesem Falle nicht. Bis jetzt hat man noch keine 
Erystalle gefunden, deren Formen dem Gesetze dieser Hemi- 
morphie gehorchen, und Naumann erwähnt dasselbe auch 
nicht. 

11) Fig. 55 repräsentirt die Hemimorphie der rhombo- 
edrischen und trigonotypen Hemiedrie. Die allgemeine Form 
ist die Hälfte eines Skalenoeders oder einer ditrigonalen Py- 
ramide, bestehend aus denjenigen Flächen, welche nach einer 
Seite der Axe von 120° convergiren. Es giebt hier drei deck- 
bar gleiche Richtungen, nämlich diejenigen, welche durch 
Drehungen von 120° um die diesem Winkel entsprechende 
Axe in einander übergehen; drei andere, in Bezug auf eine 
der Symmetrieebenen den ersteren entgegengesetzt, sind ihnen 
symmetrisch gleich. Die deckbar gleichen Richtungen sind 
angeordnet, wie die Normalen der abwechselnden Flächen der 
allgemeinen Form, die ihnen symmetrisch gleichen, wie die 
Normalen zu den übrigen Flächen. 

12) Fig. 53 entspricht der Hemimorphie aller Tetarto- 
edrien. Die allgemeine Form ist die Hälfte einer trigonalen 
Pyramide dritter Ordnung, von welcher nur diejenigen Flä- 
chen beibehalten sind, welche nach einer Seite der Axe von 
120° convergiren. Auch in diesem Falle existiren drei deck- 
bar gleiche Richtungen, [35] welche durch Drehungen von 
120° um die Axe von 120° in einander übergehen; dieselben 
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entsprechen den Normalen zn den Flächen der allgemeinen 
Form. Symmetrisch ihnen gleiche Richtungen existiren hier 
jedoch nicht. Man hat in der Natur noch keinen Repräsen- 
tanten dieser Hemimorphie, welche Naumann auch nicht er- 
wähnt, aufgefunden. 

D. Das rhombische System. 

1) Fig. 39 entspricht der Holoedrie. Die allgemeine Form 
ist ein rhombisches Oktaeder. Vier Richtungen, welche man 
durch Drehungen von 180° um die Axen von 180° mit irgend 
einer von ihnen zusammenfallen lassen kann, sind deckbar 
gleich. Vier andere, den ersteren diametral entgegengesetzte 
Richtungen sind ihnen symmetrisch gleich. Die deckbar glei- 
chen Richtungen sind angeordnet, wie die Normalen der ab- 
wechselnden Flächen der allgemeinen Form, die ihnen sym- 
metrisch gleichen, wie die Normalen der anderen Flächen 
dieser Form. 

2) Fig. 38 stellt die sphenoidische Hemi'edrie dar. Die 
allgemeine Form ist ein rhombisches Sphenoid. Die deckbar 
gleichen Richtungen, den Normalen der Flächen der allge- 
meinen Form entsprechend, sind dieselben, wie in der Holo- 
edrie; symmetrisch gleiche existiren überhaupt nicht. 

3) Fig. 43 entspricht der Hemimorphie der holoedrischen 
Formen. Die allgemeine Form ist die Hälfte eines rhombi- 
schen Oktaeders, von welchem diejenigen Flächen beibehalten 
sind, welche nach einer Seite einer der Axen von 180° con- 
vergiren. Hier giebt es zwei deckbar gleiche Richtungen, 
nämlich diejenigen, welche durch eine Drehung von 180° um 
die Axe von 180° vertauscht werden, während zwei andere 
Richtungen, symmetrisch zu jenen in Bezug auf eine der 
Symmetrieebenen, ihnen symmetrisch gleich sind. Die deck- 
bar gleichen Richtungen sind angeordnet, wie die Normalen 
zu den abwechselnden Flächen der allgemeinen Form, die ihnen 
symmetrisch gleichen Richtungen, wie die Normalen der an- 
deren Flächen derselben. 

Anmerkung. Naumann erwähnt im rhombischen System 
noch die folgenden beiden Gruppen: 

1) Eine Meroedrie mit monoklinem Charakter der For- 
men. Diese Gruppe gehört offenbar zum monoklinen System 
und darf von der Holoedrie desselben nicht getrennt werden. 
Man hat den Datolith und den [36] Wolframit als die Haupt- 
repräsentanten dieser Meroedrie betrachtet. Die Arbeiten von 
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Schröder (PoggendorfFs Ann. 94, 235) und Dauber (ebenda 
103, 116) haben die Zugehörigkeit des Datolith zum mono- 
klinen System wahrscheinlich gemacht, und dies ist später 
bestätigt worden durch die Untersuchung seiner optischen 
Eigenschaften (Des Cloizeaux, Manuel d. mindral. 1, 170). 
Was den Wolframit betrifft, so rechnen ihn jetzt mehrere 
Krystallographen in das monokline System; da aber dieses 
Mineral undurchsichtig ist, wird wahrscheinlich die Bestätigung 
jener Meinung durch die Untersuchung der physikalischen 
Eigenschaften noch längere Zeit auf sich warten lassen. Fer- 
ner hat man dieser Meroedrie zugezählt den Prosopit und das 
Ealiumferrocyanid, welche jedoch nach ihren optischen Eigen- 
schaften, der erstere in das trikline, das zweite in das monokline 
System eingereiht werden müssen. Von verschiedenen Autoren 
sind auch die Krystalle folgender Körper in diese Meroedrie 
gestellt worden: der Kaliglimmer, der Tenorit, das weinsaure 
Ammonium-Strontium und das Eisenchlorür, während einige 
dieser Körper von anderen Autoren als monoklin krystallisi- 
rend betrachtet wurden. Diese Frage kann erst beantwortet 
werden, wenn genauere Winkelmessungen oder eine entschei- 
dende optische Untersuchung vorliegen. Es sei gestattet, an 
dieser Stelle zu bemerken, dass selbst die Existenz dreier, 
mit mathematischer Genauigkeit auf einander senkrechter 
Zonen für uns keinen genügenden Grund abgeben würde, 
solche Krystalle in das rhombische System zu setzen; auf 
diesen Punkt werden wir in den folgenden Kapiteln noch 
ausführlicher zurückkommen. Endlich sind hier noch einige 
Worte zu bemerken hinsichtlich des Harmotom, welchen Des 
Cloizeaux (Man. d. min. 1, 413) als rhombisch betrachtet und 
dessen Formen er eine monokline Hemiedrie zuschreibt. Selbst 
die Möglichkeit der Existenz dieser Meroedrie zugegeben, 
scheint es uns viel mehr begründet, die Krystalle des Har- 
motom als monoklin und die Normale zu den Flächen p als 
Orthodiagonale zu betrachten. Die Flächen b x l* bildeten als- 
dann eine Hemipyramide , und die Flächen m zwei Ortho- 
domen, was auch den hemiedrischen Charakter derselben er- 
klären würde. Wenn man erwägt, dass diese Krystalle nicht 
drei auf einander senkrechte Pinakoide resp. Zonen besitzen, 
und dass in Folge dessen ihre Zugehörigkeit zum rhombischen 
System nur auf der Möglichkeit, die Flächen auf rechtwinkelige 
Axen zu beziehen, beruht, wenn man ferner erwägt, dass 
die Messung der Winkel nicht mit genügender Genauigkeit 
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ausführbar ist, so leuchtet ein, dass die Motive dafür, diese 
Krystalle als rhombisch zu betrachten, keineswegs entschei- 
dende sind, ßemerkenswerth ist, daBs gerade für dieses Mi- 
neral, wegen der unmerklichen Dispersion der optischen Axen, 
[37] die optischen Eigenschaften nicht geeignet sind,. die Entschei- 
dung zwischen der Zugehörigkeit zum 'rhombischen oder zum 
monoklinen System zu gestatten. 

2) Die Hemimorphie der sphenoidischen Hemiedrie. Man 
könnte in diese Gruppe rechnen das neutrale weinsaure Ka- 
lium und Ammonium-Kalium, das äpfelsaure Ammonium und 
den Milchzucker. An den Krystallen des zuerst erwähnten 
Körpers hat man sogar die für die Hemimorphie charakteristi- 
schen Erscheinungen der polaren Pyroelektricität entdeckt. Es 
muss bemerkt werden, dass man nicht auf eine grosse Ge- 
nauigkeit bei der Messung der Winkel dieser Krystalle rech- 
nen kann. Man muss daher wohl diejenigen von ihnen in 
die Hemimorphie des monoklinen Systems einreihen, bei denen 
nicht das zufällige Fehlen irgend einer Fläche vorliegt, wel- 
ches man durch die Hemimorphie hat erklären wollen. 

E. Das monokline System. 

1) Fig. 42 entspricht der Holoedrie. Die allgemeine Form 
ist eine monokline Hemipyramide. Es giebt hier zwei deck- 
bar gleiche Richtungen, nämlich diejenigen, welche durch eine 
Drehung von 180° um die Axe von 180° vertauscht werden; 
zwei andere, den ersten diametral entgegengesetzte Richtungen 
sind ihnen symmetrisch gleich. Die deckbar gleichen Rich- 
tungen sind angeordnet wie die Normalen zweier Flächen der 
allgemeinen Form, welche nach derselben Seite der Axe von 
180° (der Orthodiagonale) convergiren, während die ihnen 
symmetrisch gleichen Richtungen den Normalen zu den an- 
deren Flächen jener Form entsprechen. 

2) Fig. 46 stellt die Hemiedrie dar. Die allgemeine Form 
ist die Hälfte einer Hemipyramide, bestehend aus denjenigen 
beiden Flächen, welche in Bezug auf die Symmetrieebene zu 
einander symmetrisch gestellt sind. Symmetrisch gleich ^sind 
je zwei, in Bezug auf die Symmetrieebene zu einander sym- 
metrische Richtungen, welche den Normalen zu den Flächen 
der allgemeinen Form entsprechen. Deckbar gleiche Rich- 
tungen giebt es überhaupt nicht. Diese Hemiedrie ist in der 
Natur noch nicht entdeckt worden und wird auch von Nau- 
mann nicht erwähnt. % 
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3) $ig» 41 entspricht der Hemimorphie. Die allgemeine 
Form ist die Hälfte einer Hemipyramidej von welcher nur die 
beiden Flächen beibehalten sind; welche Dach derselben Seite 
der Axe vöti i80 b cünvergtrett. Es exiätifeii hier zWei deck- 
bar gleiche Richtungen, welche durch eine Drehung von 180 ö 
hm die Axe von 180° vertauscht werden und so angeordnet 
sind, wie die Normalen zu den Flächen der allgemeinen Form. 
Symmetrisch gleiche Richtungen giebt es nicht. 

[38] Anmerkung. Naumann (Elemente der theoretischen 
Krystallographie, S. 325) drückt sich so aus, dass man an- 
nehmen muss, er betrachte die von Pasteur beschriebene 
Hemiödrie als verschieden von der Hemimorphie, wie man sie 
z. B. an den Krystallen des Rohrzuckers beobachtet. Es ist 
uns aber ganz unmöglich, irgend einen Unterschied zwischen 
den Gesetzen dieser Hemiödrie und denen der Hemimorphie 
zu finden. Pasteur betrachtet die gleichzeitige Existenz aller 
Flächen der Form, welche er Tetraeder nennt (in unserer 
Terminologie, Sphenoid) , nicht als nothwendig. Er erwähnt 
mehrere Fälle, in denen man nur zwei Flächen dieses Tetra- 
eders beobachtet, und drückt sich dann an einer Stelle ganz 
deutlich über diese Frage aus, indem er sagt: »es würde die 
Existenz des einen oder des anderen dieser Flächenpaare ge- 
nügen, um die nicht deckbare Hemiedrie hervorzubringen« 
(Ann. d. Chim. et d. Phys. III. S^r. 38, 448). 

F. Das trikline System. 

1) Fig. 57 entspricht der Holoedrie. Die allgemeine Form 
besteht in einem Paare paralleler Flächen. Symmetrisch gleich 
sind je zwei Richtungen, nämlich die einander diametral ent- 
gegengesetzten , welche den Normalen zu den Flächen der 
allgemeinen Form entsprechen. Deckbar gleiche Richtungen 
giebt es hier überhaupt nicht. 

2) Fig. 58 stellt die Hemiedrie dar. Die allgemeine Form 
ist eine einzelne Fläche. Es existiren überhaupt keine gleich- 
werthigen Richtungen. Naumann erwähnt diese Hemiedrie 
nicht. Trotzdem giebt es einen Körper, dessen Krystalle aller 
Wahrscheinlichkeit nach in diese Gruppe gestellt werden 
müssen, d. i. das von Scacchi (Pogg. Ann. 109, 313) be- 
schriebene saure weinsaure Strontium. An diesen Krystallen 
sind acht verschieden geneigte Flächen beobachtet worden; 
fünf von diesen treten ohne ihre Parallelen auf, die einen 
immer, die anderen nur unter gewissen Umständen bei der 
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Bildung der Krystalle. Drei andere Flächen wnrden stets mit 
ihren Parallelen gleichzeitig beobachtet, aber es zeigte sich 
eine Verschiedenheit in den physikalischen Eigenschaften zwi- 
schen einer jeden dieser Flächen und der ihr parallelen. 
Diese Differenz Hess sich erkennen dureh die Art und Weise, 
in welcher sich andere Krystalle auf diese Flächen auflager- 
ten, oder durch die, von der Combination mehrerer Individuen 
hervorgebrachte Krümmung dieser Flächen, oder endlich durch 
die Orientirung derselben in Bezug auf die Anwachsstellen des 
Krystalls. 

Anmerkung. Mehrere Autoren erkennen noch die Existenz 
eines siebenten Krystallsystems, welches man das dihline ge- 
nannt hat, an. Dieses wurde von Mit scherlich (1826) auf- 
gestellt, welcher die besonderen Gesetzmässigkeiten desselben 
[39] an den Formen des unterschwefligsauren Kalkes zu ent- 
decken glaubte. Der diesem System zugeschriebene Charakter 
wird bestimmt durch zwei Coordinatenebenen , welche einen 
rechten Winkel einschliessen , und durch den Umstand, dass 
das der Schnittrichtung dieser beiden Ebenen parallele Prisma 
stets vollflächig ist, d. h. dass seine vier Flächen immer gleich- 
zeitig an demselben Krystalle auftreten; in allen übrigen Be- 
ziehungen unterscheidet sich dieses System nicht von dem 
triklinen. 1862 unterwarf Zepharovich die Krystalle des 
Calciumhyposulfit einer erneuten Untersuchung (Sitzungsbe- 
richte d. math.-naturwiss. Kl. d. Akad. d. Wiss. Wien 45, 499) ; 
er betrachtet die Form dieses Salzes als triklin, weil der 
Winkel zwischen den Coordinatenebenen, welcher 90° sein 
sollte, sich zu 90° 12' 20" ergab, und weil ausserdem das 
oben erwähnte Prisma nicht immer mit allen vier Flächen 
ausgebildet war; ein paralleles Paar seiner Flächen ist stets 
stärker entwickelt, als das andere, und dessen Flächen sind 
glänzender, so dass also auch ein physikalischer Unterschied 
der beiden Flächenpaare nachzuweisen ist. Die an den von 
Zepharovich untersuchten Krystallen beobachteten Flächen, 
im Ganzen 15 Paare, waren dieselben, welche Mitscherlich 
gefunden hatte, mit Ausnahme eines einzigen, welches Ersterer 
nicht wiederfinden konnte. Mehrere der gemessenen Winkel 
ergaben sich auf 1' — 2' übereinstimmend mit den von Mit- 
scherlich angegebenen, während andere grössere Differenzen 
zeigten, welche in einem Falle bis zu 56' stiegen. Zepha- 
rovich glaubt jedoch nicht annehmen zu dürfen, dass die 
Differenz seiner Werthe von denen Mitscherlich's auf einer 
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Ungenauigkeit der Messungen des Letzteren beruhen ; er nimmt 
vielmehr an, dass das von Mitscherlich untersuchte Salz 
eine andere Zusammensetzung gehabt habe oder unter anderen 
Umständen krystallisirt sei, als das von ihm untersuchte. Trotz- 
dem kann man nicht leugnen, dass die Arbeit Zepharovich's 
das Recht Mitscherlich's, ein neues Ery stall System auf Eigen- 
thtimlichkeiten der Formen jenes Salzes, die man nicht wieder 
zu erhalten im Stande war, zu gründen, einigermaassen in 
Zweifel stellt. Nach Mitscherlich hat man die Ery stall- 
formen noch anderer Eörper in das dikline System stellen 
wollen, nämlich: das Cinchoninperchlorat [Dauber, Ann. d. 
Chem. u. Pharm. 1849, 71, 66], das salicylsaure Zink (Grai- 
lich, Erystallographisch-optische Untersuchungen 1859, S. 185), 
das Strontiumtrivanadat (Handl, Sitzungsber. d. Math. Kl. d. 
Akad. d. Wiss. Wien 1859, 37, 391) und die Cuminsäure 
(Schabus, Poggend. Ann. 1862, 116, 412). Wie es scheint, 
sohloss Dauber auf die Zugehörigkeit der Erystalle des über- 
cblorsauren Cinchonins zum diklinen System nur aus dem 
Grunde, weil eine Fläche an denselben auftritt (parallel der 
[40] Spaltbarkeit), welche die scharfen Eanten des rhombi- 
schen Prismas symmetrisch abstumpft. Wenn man aber be- 
rücksichtigt, dass die beiden, als doppelt schiefe Basisflächen 
bezeichneten Ebenen, welche nach seiner Angabe nicht 
parallel sind, zu den Flächen des Prismas rechts und links 
von dessen stumpfer Eante gleich geneigt sind, so folgt dar- 
aus, dass diese Form eine zur Spaltungsebene senkrechte 
Deckaxe von 180° besitzt und demgemäss zur Hemimorphie 
des monoklinen Systems gehört. Was das salicylsaure Zink 
betrifft, so glaubt Grailich, dass man seine Form nur des- 
halb als diklin betrachten könnte, weil zwei zu einander senk- 
rechte Flächen an derselben auftreten; ein Prisma, welches 
der Eante dieser beiden Flächen parallel wäre, ist nicht vor- 
handen. Der angegebene Grund könnte nur dann von Wich- 
tigkeit sein, wenn man im Stande gewesen wäre, die Winkel 
mit einer grossen Genauigkeit zu messen, was wir nicht an- 
nehmen können; Grailich sagt selbst, dass die gemessenen 
Erystalle fast mikroskopisch waren, und giebt für einen Win- 
kel zwei Werthe an, welche um 11' differiren. Warum Handl 
das dreifach vanadinsaure Strontium als diklin krystallisirend 
betrachtet hat, ist uns unerfindlich. Seine Abhandlung ent- 
hält keine Angaben über die Winkel der von ihm adoptirten 
Coordinatenebenen mit Ausnahme einer einzigen Stelle, an 
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welcher er sagt, das» die Axen der beiden Zonen, welche 
zweien der Coordinatenaxen parallel sind, mit einander einen 
rechten Winkel bilden. Auf Grund seiner berechneten Winkel 
und der von ihm angegebenen Symbole der Flächen haben 
wir die Elemente der von ihm angenommenen Coordinatenaxen 
berechnet und für die Winkel zwischen den Coordinatenebenen 
gefunden: A = 88° 3', B = 84° 59', C= 89° 50'; für die 
Winkel zwischen den Axen: (ic) = 88°4', (ac) = 84°59\ 
(ab) = 90°; für die Axenlängen: c = 1, log a = 0,60311—1, 
log b = 0,69083 — 1. Obgleich hiernach einer der Winkel 
zwischen den Coordinatenebenen nur 10' von 90° abweicht, 
so kann diese Differenz doch nicht einem Fehler zugeschrieben 
werden, denn wenn dieser Winkel gleichzeitig mit einem Axen- 
winkel ein rechter wäre, so würde eine der Axen senkrecht 
auf der Ebene der beiden anderen stehen, wie im monoklinen 
System. Nun sind aber die von Handl angegebenen Nei- 
gungen der Flächen, ebenso wie ihre Indices, mit einer sol- 
chen Annahme unverträglich, und dazu kommt noch, dass das 
der Axe parallele Prisma nur mit einem Flächenpaare x aus- 
gebildet ist. Was endlich die Krystalle der Cuminsäure be- 
trifft, so betrachtet Schabus ihre Zugehörigkeit zum diklinen 
System als wahrscheinlich, weil sie zwei auf einander senk- 
rechte Pinakoide zeigen. Es ist jedoch nicht bewiesen, dass 
dieser Winkel wirklich ein rechter ist, und Schabus sagt 
selbst, dass in Folge unvollkommener Flächenbeschaflfenheit 
des einen dieser Pinakoide die Winkel desselben zu den an- 
deren Flächen nicht [41] genau gemessen werden konnten, so 
dass für den Winkel zwischen den beiden Pinakoiden Werthe 
von 89° 15' bis 90° 20' gefunden wurden. Auch muss be- 
merkt werden, dass Schabus zwei, der Kante jener beiden 
Pinakoide parallele Hemiprismen, aber jedes derselben nur mit 
zwei parallelen Flächen, beobachtete. 

Somit stellt sich heraus, dass man keinen einzigen Körper 
kennt, von dessen Krystallen man sagen könnte, dass sie un- 
zweifelhaft die dem diklinen System zugeschriebenen Eigen- 
schaften hätten. Wir gehen noch weiter und sagen, dass wir, 
selbst wenn es solche Krystalle in der Natur gäbe, trotzdem 
das dikline System nicht als ein besonderes Krystallsystem 
annehmen würden; dieser Gegenstand soll in den folgenden 
Kapiteln ausführlicher behandelt werden. Die gleichen Be- 
merkungen beziehen sich auf alle Unterabtheilungen der Sy- 
steme, welche von verschiedenen Krystallographen angenommen 
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wurden und sich nicht unter den 32, weiter oben aus dem 
von uns adoptirten Principe abgeleiteten, Gruppen befinden. 
Es giebt nicht einen einzigen Körper, dessen Krystalle positiv 
die Charaktere einer dieser Unterabtheilungen zeigen, deren 
Existenz als besondere Gruppe wir in Abrede stellen würden, 
selbst wenn in der Natur Erystalle vorkämen, welche alle 
Eigenschaften, die man für diese Unterabtheilungen als cha- 
rakteristisch betrachtet, besässen. 

Kapitel V. 

Anordnung und Dimensionen der charakteristischen 

krystallographischen Axen. 

§21. Es bleibt nun noch eine wichtige Frage zu beant- 
worten, d. i. diejenige der Uebereinstimmnng der in jeder 
Gruppe möglichen Krystallformen , welche wir aus den im 
Vorhergehenden erläuterten Gesetzen der Deckbarkeit und 
Symmetrie abgeleitet haben, mit den möglichen Formen, welche 
sich aus der in der Krystallographie allgemein adoptirten Me- 
thode ergeben. In letzterer stellt man gewisse Systeme von 
Coordinatenaxen auf, denen man bestimmte Charaktere zu- 
schreibt, auf welche dann bei der Ableitung der Formen 
Rücksicht genommen werden mnss. Prüft man nun die so 
in der Krystallographie hergeleiteten Formen, so kann man 
sich leicht überzeugen, dass in den Unterabteilungen der 
verschiedenen Krystallsysteme immer dieselben Deckaxen, Sym- 
metrieebenen u. s. w. existiren, welche wir für die von uns 
aufgestellten krystallographischen Gruppen als charakteristisch 
betrachten. Der Beweis jedoch für die vollständige Identität 
der Resultate beider Methoden erfordert noch die Prüfung der 
Frage, ob in den durch unser Verfahren festgestellten Grup- 
pen notwendigerweise [42] dieselben krystallographischen 
Axen mit denselben Eigenschaften, welche man ihnen nach 
der anderen Methode zuschreibt, existiren. Diese Untersuchung 
wird uns zeigen, dass in der That in gewissen Gruppen das 
Vorhandensein charakteristischer Axen mit den ihnen zuge- 
schriebenen Eigenschaften keine nothwendige Consequenz der 
Anordnung der Flächen ist, welche durch die Deckaxen und 
die Symmetrieebenen bestimmt wird. Daraus folgt, dass die 
Methode der Coordinatenaxen stillschweigend eine Hypothese 
enthält, welche die Möglichkeit gewisser Formen ausschliesst 
Es scheint uns wichtig, diese Hypothese in's Licht zu stellen 

Ostwald's Klassiker. 75. 4 
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und die Gründe zn untersuchen, welche für ihre Annahme 
maassgebend sein konnten. 

§ 22. Es soll zunächst bewiesen werden, dass eine Deck- 
axe von 180° ) 90° oder 60° notwendigerweise gleichzeitig 
eine krystallographische Axe ist 

Eine gegen die Deckaxe geneigte, mögliche krystallogra- 
phische Axe fällt durch eine Drehung von 180° um die Deck- 
axe mit einer anderen Geraden zusammen, welche nothwendig 
ebenfalls eine mögliche krystallographische Axe sein wird. 
Diese beiden krystallographischen Axen und die Deckaxe lie- 
gen also in derselben Ebene, welche zugleich eine mögliche 
Krystallfläche ist. Eine andere, gegen die Deckaxe geneigte, 
mögliche krystallographische Axe, welche nicht in der vorher 
erwähnten Ebene liegt, bestimmt in derselben Weise eine 
andere, ebenfalls durch die Deckaxe gehende, mögliche Kry- 
stallfläche. Daraus folgt, dass diese Axe, in welcher zwei 
mögliche Krystallflächen einander schneiden, eine mögliche 
krystallographische Axe ist. Dieser Beweis ist jedoch kein 
vollständiger, bis nachgewiesen worden ist, dass nothwendig 
stets zwei gegen die Deckaxe geneigte, mögliche krystallo- 
graphische Axen, welche nicht beide mit jener in derselben 
Ebene liegen, vorhanden sein müssen. Dies zwingt uns zu 
einer eingehenden Erörterung dieses Gegenstandes. 

Damit das Gesetz der Rationalität der Parameterverhält- 
nisse einen Sinn habe, muss es nothwendig wenigstens drei 
Flächen geben, weiche nicht derselben Geraden parallel sind. 
Legt man durch irgend einen Punkt drei Ebenen parallel 

diesen Flächen, so werden de- 
ren Durchschnitte drei Gerade 
bilden, welche nicht in der- 
selben Ebene liegen. Wenn man 
\ durch denselben Punkt eine Ge- 

N ^ rf rade parallel der Deckaxe von 
180°, 90° oder 60° zieht, und 
/ wenn einer der Durchschnitte je- 

ner Ebenen mit dieser Axe zu- 
sammenfällt, so wird letztere eine 

"-- -'' mögliche krystallographische Axe 

Fig. 18. sein. Findet diese CoXncidenz nicht 

statt, so muss, da alle drei Durch- 
schnitte sich nicht zugleich in einer zur Deckaxe senkrechten 
Ebene befinden können, wenigstens einer derselben einen schiefen 
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Winkel mit dieser Axe bilden. Seien A und B (Fig. IS) 
zwei Krystallflächen, deren Durchscbnittsrichtung a zur Deck- 
axe o geneigt ist. [43] Eine Drehung von 180° um diese Axe 
lässt diese Flächen mit zwei anderen A' nnd B' zusammen- 
fallen, welche einander in einer Geraden a! schneiden, nnd 
mit dieser fallt die Gerade a in Folge derselben Drehung zu- 
sammen, so dass die drei Geraden a, a! nnd o sich in der- 
selben Ebene befinden. Es soll nun bewiesen werden, dass 
die Gerade S, der Durchschnitt der Ebenen A und 2?', nicht 
senkrecht zu o sein kann. In der That würde in diesem 
Falle die Gerade b mit den Geraden c und rf, in welchen die 
Flächen A und B' die zu o senkrechte Ebene schneiden, zu- 
sammenfallen , und alle vier Flächen A 1 2?, A', B! würden 
einander in einer einzigen Geraden b schneiden, und diese 
wäre senkrecht zu o, was der bei der Wahl der Flächen ge- 
machten Voraussetzung widerspricht. Eine Drehung von ISO 
um die Axe o vertauscht die Gerade b mit der Geraden £', 
der Schnittrichtung von A' und B. Die beiden durch a und 
«', resp. b und b' bestimmten Ebenen sind mögliche Krystall- 
flächen, weil sie durch je zwei mögliche krystallographische 
Axen gehen. Wenn diese beiden Ebenen nicht in eine einzige 
zusammenfallen, so muss ihre Durchschnittsrichtung, d. h. die 
Deckaxe o, eine mögliche krystallographische Axe sein. 

Wenn dagegen die Geraden b und V mit a und a' in 
dieselbe Ebene fallen, so müssen sie sich mit ihnen decken, 
denn sonst würden die Ebenen A und B zusammenfallen, 
was der Annahme bei der Wahl dieser Ebenen widerspricht. 
Wenn aber die Geraden b und V 

sich mit den Geraden a und a! .*'* ^ 

decken, so wird eine der Ebenen a^ 

A oder B durch die Deckaxe o gehen / ^w ß' \ 

(Fig. 19). Man kann dann beweisen, / ,.--'* n. * *^. \ 

dass in diesem Falle noch eine andere ,{ \© N s j 

Krystallfläche existiren muss, welche \ N \ ^v /; 

durch die Deckaxe geht oder zu ihr . \ "^ -^T" / 

geneigt ist. Denn es müssen, damit \ ^\i' 

das Gesetz der Rationalität der Para- X H 

meterverhältnisse einen Sinn hat, "" -"' 

ausser . dreien^, nicht derselben Ge- Fig. 19. 

raden parallelen Flächen noch wenig- 
stens zwei andere Flächen vorhanden sein, von denen 1 keine 
den vier ersten parallel ist Wenn eine dieser beiden Flächen 

4* • 
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senkrecht zur Axe o ist, so wird die andere C es nicht sein, 
nnd alsdann haben wir einen der beiden folgenden Fälle: 
1) die Fläche C geht durch die Axe o und fällt nicht mit der 
Fläche A zusammen , oder 2) sie ist geneigt zu dieser Axe, 
ohne mit einer der Flächen B oder B' zusammenzufallen. 
Im ersteren Falle wird die Axe o als Durchschnitt zweier 
Krystallflächen eine mögliche krystallographische Axe sein. 
Im zweiten Falle haben wir zwei zur Axe o geneigte Flächen 
B und C, welche nicht durch eine Drehung. um diese Axe 
zur Deckung gebracht werden können. Wenn der Durch- 
schnitt dieser Flächen eine* zur Axe o geneigte Gerade ist, 
so muss diese Axe, wie oben bewiesen worden ist, eine mög- 
liche krystallographische Axe sein. Wenn dagegen in der 
ganzen Krystallreihe nicht zwei zur Deckaxe geneigte Flächen 
existiren, deren Durchschnitt ebenfalls zu dieser Axe geneigt 
ist, so braucht die letztere nicht die Eigenschaften einer kry- 
stallographischen Axe zu besitzen. In diesem Falle giebt es 
nur [44] die folgenden möglichen Flächen: 1) zwei einander 
und der Deckaxe parallele Flächen, 2) eine unendliche An- 
zahl von Flächen, welche einer und derselben, zur Deckaxe 
senkrechten, Geraden parallel sind. In diesem Falle ist die 
Deckaxe von 180° nicht nothwendig eine mögliche krystallo- 
graphische Axe; wir wollen eine solche Axe von 180° mit 
dem Namen einer irrationalen Axe von 180° bezeichnen. 

Eine zu einer irrationalen Axe von 180° senkrechte Ebene 
ist keine mögliche Krystallfläche, wie aus Folgendem hervor- 
geht. Es sei die Zeichnungsebene (Fig. 20) 
die durch die Axe von 180° ah gehende, 
mögliche Krystallfläche, nnd es seien ausser- 
dem al und ap die beiden Durchschnitte 
derselben mit zwei anderen Krystallflächen, 
welche durch eine Drehung von 180° um 
ah zur Deckung gelangen. Die Kante 
zwischen diesen beiden Flächen ist eine Ge- 
rade ausserhalb der Zeichnungsebene und 
senkrecht zu ah\ wir wollen sie mit aA 
bezeichnen. Die Geraden ap und al sind 
mögliche krystallographische Axen und bil- 
den mit der Deckaxe gleiche Winkel. Die 
Bedingung für die Möglichkeit verschiedener 
Flächen ist gegeben durch ihren Parallelismus mit der Geraden 
aA und ausserdem durch die Rationalität der Verhältnisse 




Fig. 20. 
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derjenigen Parameter, welche man anf der Axe ap erhält, wenn 
man den Flächen parallele Ebenen durch einen beliebigen 
Pnnkt anf der Axe al legt. Es ist zu beachten , dass eine 
znr Deckaxe senkrechte Fläche anf den Axen ap und al 
gleiche Parameter abschneidet, während eine der Deckaxe 
parallele Fläche anf der Axe ap einen Parameter aq besitzt, 
welcher ebenfalls gleich #/, aber von entgegengesetztem Vor- 
zeichen ist; es folgt daraus, dass, wenn die erstere Fläche 
eine mögliche ist, die zweite es auch sein wird. Aber in 
diesem letzteren Falle wird die Deckaxe, als Durchschnitt 
zweier möglicher Flächen, gleichzeitig eine mögliche krystallo- 
graphische Axe sein. 

Der eben betrachtete Fall, in welchem die Deckaxe keine 
mögliche krystallographische Axe ist, kann nicht eintreten, 
wenn diese Axe eine solche von 90° oder 60° ist. In der 
That bedingt eine durch eine derartige Axe gehende Fläche 
die Existenz einer anderen, welche durch dieselbe Axe geht 
und mit der ersteren einen Winkel von 90° oder 60° bildet, 
so dass eine Deckaxe mit einem dieser beiden Winkel stets 
mit der Durchschnittsrichtung zweier möglicher Krystallflächen 
zusammenfällt. 

§ 23. Im Folgenden soll nun bewiesen werden, dass eine, 
zu einer Deckaxe ton 90°, 60° oder einer rationalen Axe 
von 180° senkrechte Ebene stets einer möglichen Krystall- 
fläche parallel ist. 

Zunächst ist daran zu erinnern, dass der Durchschnitt 
zweier Flächen, welche durch eine Drehung von 180° um die 
Deckaxe zusammenfallen, in einer zu dieser Axe [45] senk- 
rechten Geraden stattfindet. Daraus folgt, dass der Durch- 
schnitt einer zur Deckaxe geneigten Fläche mit einer zu dieser 
Axe senkrechten Ebene stets eine mögliche krystallographische 
Axe sein muss. Sobald also zwei Erystailflächen vorhanden 
sind, welche zur Deckaxe geneigt sind und die zu dieser Axe 
senkrechte Ebene in zwei verschiedenen Geraden schneiden, 
wird diese Ebene eine mögliche Krystallfläche sein, weil sie 
durch zwei mögliche krystallographische Axen geht. Es bleibt 
nun noch übrig zu prüfen, ob es immer zwei, in der ange- 
gebenen Art gestellte Flächen giebt. Da stets drei Flächen 
existiren, welche nicht derselben Geraden parallel sind, so 
muss es immer eine Fläche geben, welche der Deckaxe nicht 
parallel ist. Steht diese senkrecht zu ihr, so haben wir 
Nichts mehr zu beweisen; wir werden sie also zu ihr geneigt 
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annehmen. Ist die Deokaxe eine solche von 90° oder 60°, so 
schneidet eine derartige Fläche einerseits und diejenige, mit 
welcher sie durch eine Drehung von 90° oder 60° um die 
Deckaxe zusammenfällt, andererseits die zur Axe senkrechte 
Ebene in verschiedenen Geraden, so dass die obige Bedingung 
erfüllt ist. Wenn aber die Deckaxe eine solche von 180° ist, 
so kann es vorkommen, dass keine anderen Flächen existiren, 
als von einer der folgenden Kategorien: 1) eine beliebige An- 
zahl von Flächen, welche einer und derselben, zur Deckaxe 
senkrechten Geraden parallel sind, 2) ein Flächenpaar, wel- 
'ches nicht dieser Geraden, sondern der Deckaxe parallel ist. 
Es mögen wieder (Fig. 20) ah die Deckaxe, al und ap die 
Durchschnitte der durch jene gehenden Fläche mit den beiden 
Flächen sein, welche durch eine Drehung von 180° um die 
Deckaxe zusammenfallen; alsdann sind die Geraden al und 
ap mögliche krystallographische Axen. Da die Deckaxe ah 
ebenfalls eine solche ist, so wird die durch diese Axe und 
die gemeinsame Schnittrichtung der Flächen der ersten Kate- 
gorie gehende Ebene eine mögliche Krystallfläche sein. Wenn 
man dieser Fläche parallel durch einen beliebigen Punkt / 
auf der Axe al eine Ebene legt, so wird der Parameter der- 
selben auf der Axe ap, d. i. aq, gleich und entgegengesetzt 
al sein. Da in Folge dessen die Parameter auf zwei Axen 
in rationalem Verhältnisse stehen, so ergiebt sich daraus, dass 
eine Ebene, welche der gemeinsamen Durchschnittsrichtung 
der Flächen der ersten Kategorie parallel ist und die Para- 
meter al und ap = al hat, eine mögliche Krystallfläche ist. 
Die beiden Geraden, durch welche wir diese Ebene gelegt 
haben, sind aber nun senkrecht zu der Deckaxe ; also existirt 
immer eine mögliche Krystallfläche senkrecht zu einer Axe 
von 180°, welche eine mögliche krystallographische Axe ist. 

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, dass in 
dem Falle einer irrationalen Axe von 180° eine zu derselben 
senkrechte Ebene keine mögliche Krystallfläche ist. 

[46] § 24t. Wenn eine Deckaxe von 90° oder 60° oder 
eine rationale Axe von 180° vorhanden ist, so sind zwei 
mögliche krystallographische Axen, welche durch eine 
Drehung von 180° um die Deckaxe zusammenfallen, gleich- 
werthig. 

Wir nennen zwei krystallographische Axen gleichwertig, 
wenn die Parameter auf der einen dieser Axen in rationalem 
Verhältnisse zu den Parametern auf der anderen stehen. Es 
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sei ah (Fig. 20) eine Deckaxe von 180°, 90° oder 60° und 
al eine mögliche krystallographische Axe. Offenbar ist dann 
auch die Gerade ap 7 mit welcher al durch eine Drehung von 
180° um die Axe ah zusammenfällt, eine mögliche krystallo- 
graphische Axe. Da ah ebenfalls eine solche ist, so giebt 
es eine mögliche Fläche, welche die Zeichnungsebene in der 
Qeraden ah schneidet; die Parameter al und a'q dieser Fläche 
auf den Axen al und ap sind gleich, wodurch die Gleich- 
wertigkeit dieser Axen bewiesen ist. 

§ 25. Senkrecht zu einer Deckaxe von 60° oder 90° 
existirt stets eine mögliche krystallographische Axe , und 
die Gerade, mit welcher diese durch eine Drehung von 60° 
oder 90° um die Deckaxe zusammenfällt, ist eine, mit ihr 
gleichwerthige, mögliche krystallographische Axe. 

Wir haben weiter oben gesehen, dass die zu einer Axe 
von 60° oder 90° senkrechte Ebene immer eine mögliche 
Fläche ist; der Durchschnitt dieser Ebene mit irgend einer 
anderen Fläche ist daher eine mögliche krystallographische 
Axe, welche mit der Deckaxe einen rechten Winkel einschliesst. 
Durch eine Drehung von 60° oder 90° gelangt diese Axe mit 
einer anderen Geraden zur Deckung, welche ebenfalls eine 
mögliche krystallographische Axe sein muss, weil in derselben 
die zur Deckaxe senkrechte Ebene und diejenige Fläche, mit 
welcher die vorher erwähnte durch eine Drehung von 60° 
oder 90° um die Deckaxe zusammenfällt, einander schneiden. 
Es bleibt jetzt noch übrig, zu beweisen, dass diese beiden 
Axen gleich werthig sind. Sei A (Fig. 2 1 ) 
eine Deckaxe von 60° oder 90°, welche 
wir uns senkrecht zur Zeichnungsebene 
vorstellen wollen, Ab eine zu ihr senk- 
rechte , mögliche krystallographische 
Axe, und Ac eine zweite, mit welcher 
die erste durch eine Drehung von 60° 
oder 90° um die Deckaxe zusammen- Fl #' ** 

fällt. Wenn die Axe eine solche von 

60° ist, bietet der Beweis unseres Satzes keine Schwierigkeit 
dar, weil alsdann eine dritte krystallographische Axe Ad 
existirt, nämlich die Gerade, mit welcher Ac zur Deckung 
gelangt durch eine Drehung von 60° um die Deckaxe in 
demselben Sinne, wie die Drehung, welche Ab in Ac über- 
führt. In Folge dessen ist die Ebene durch A und die Ge- 
rade Ad eine mögliche Kry stallfläche ; die Parameter dieser 
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Fläche auf den Axen Ab und Ac sind aber gleich, folglich 
besitzen diese Axen denselben Werth. 

[47] Für eine Deckaxe von 90° gilt unser Satz notwen- 
dig nur in dem Falle, dass eine zu dieser Axe geneigte Fläche 
existirt. Die Axe von 90° ist nun offenbar selbst eine mögliche 
krystallographische Axe; legen wir durch irgend einen Punkt 
auf dieser Axe eine Ebene parallel der soeben erwähnten ge- 
neigten Fläche und eine zweite, mit welcher die erstere durch 
eine Drehung von 90° um die Deckaxe zusammenfällt. Die 
erste Ebene schneidet nothwendig eine der beiden Axen Ab 
oder Ac, die zweite dagegen die andere in einem Punkte, 
welcher gleichweit von der Mitte der Kugelfläche entfernt ist ; 
hieraus folgt aber, dass die Axen Ab und Ac gleichwerthig 
sind. 

§ 26. In dem Falle, dass nicht eine einzige zur Deckaxe 
von 90° geneigte Fläche existirt, sind nur Flächen parallel 
dieser Axe und ein zu ihr senkrechtes Flächenpaar möglich. 
Alle möglichen krystallographischen Axen liegen alsdann in 
der zur Deckaxe senkrechten Ebene, während es auf dieser 
Axe nur zwei mögliche Parameter giebt, von denen einer 
beliebig, der andere unendlich ist. Eine entsprechende An- 
ordnung der Flächen bot sich uns weiter oben in einem an- 
deren Falle dar, nämlich in demjenigen einer irrationalen 
Axe von 180°; auch da hatten wir eine unbestimmte Anzahl 
von Flächen, welche eine Zone bilden, und ausser dieser Zone 
ein einziges Paar paralleler Flächen. Ebenso lagen auch in 
diesem Falle alle krystallographischen Axen in der diesem 
Flächenpaare parallelen Ebene, und die ausserhalb dieser 
Ebene sich befindende Zonenaxe ist keine krystallographische 
Axe im eigentlichen Sinne des Wortes, weil auf derselben 
nur zwei mögliche Parameter exi stiren, ein beliebiger und ein 
unendlicher. Ausser diesen beiden Flächencomplexen , von 
denen aus unseren Betrachtungen hervorgeht, dass sie Aus- 
nahmen von den gewöhnlichen Eigenschaften der Deckaxen 
von 90° und 180° darbieten, kann man sich mehrere analoge 
Systeme vorstellen, welche durch die Eigenthümlichkeit be- 
stimmt werden, dass ausser einer beliebigen Anzahl in einer 
Ebene liegender, krystallographischer Axen lediglich eine ein- 
zige Axe existirt, auf welcher man nur zwei Parameter, einen 
beliebigen und einen unendlichen, annehmen kann. So kann 
man sich z. B. eine Zone denken , deren Flächen einer Axe 
von 180°, 60° oder 120° parallel sind, und ein zu dieser Axe 
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senkrechtes Flächen paar ; ferner in dem Falle dreier, zu ein- 
ander senkrechter Axen von 180° eine Zone, deren Flächen 
einer dieser Axen parallel sind, nnd ein den beiden anderen 
Axen von 180° paralleles Flächenpaar; endlich kann man 
sich, im Falle, dass keine Deckaxe vorhanden ist, eine Zone 
vorstellen, deren Flächen einer beliebigen Geraden parallel 
sind, nnd ein Paar paralleler Flächen von beliebiger Stellung, 
welche jener Zone nicht angehören. In allen diesen Fällen 
gilt das Gesetz der Rationalität der [48] Parameterverhältnisse 
nur theilweise, denn da es auf einer dieser Axen keinen be- 
stimmten Parameter giebt, handelt es sich hier nicht um drei, 
nicht in einer Ebene liegende, krystallographische Axen, 
welche die Eigenschaft besitzen, dass die Parameter auf einer 
jeden derselben in einem rationalen Verhältnisse zu einem 
bestimmten Parameter auf dieser Axe stehen. Keiner dieser 
Fälle existirt in der Natur, woraus zu schliessen ist, dass in 
jeder Erystallreihe, welche die Natur uns darbietet, es immer 
drei mögliche krystallographische Axen giebt, deren jede einen 
bestimmten, von und oo verschiedenen Parameter besitzt. 
Dieses ist nur möglich, wenn in der Natur ein allgemeines, 
alle Erystallformen umfassendes Gesetz existirt, welches man 
folgendermaassen ausdrücken kann: 

In jeder Krystallreihe giebt es stets vier Flächen, 
welche den Flächen irgend eines Tetraeders parallel sind. 

§ 27. Durch die Aufstellung des eben auseinandergesetz- 
ten Principes verschwinden die Ausnahmen von den Sätzen 
der §§ 22, 23, 24 und 25, welche im Vorhergehenden be- 
sprochen wurden, und man kann allgemein schliessen: 

1) Jede Deckaxe von 180°, 90° oder 60° ist gleich- 
zeitig eine mögliche krystallographische Axe. 

2) Zwei mögliche krystallographische Axen, welche 
durch eine Drehung ton 180° um eine Deckaxe von 180° 
vertauscht werden, sind gleichwert hig. 

3) Die zu einer Deckaxe von 180°, 90° oder 60° senk- 
rechte Ebene ist stets eine mögliche Krystallfläche, und 

4) Senkrecht zu einer Deckaxe von 90° oder 60° exi- 
stirt immer eine mögliche krystallographische Axe, und die 
Gerade, mit welcher diese durch eine Drehung von 90° 
oder 60° um die Deckaxe zusammenfällt, ist eine ihr 
gleichwerthige krystallographische Axe. 

§ 28. Die Deckaxen von 120° unterscheiden sich von 
denjenigen anderer Art dadurch, dass sie nicht nothwendig 
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mögliche krystallographische Axen sind. Um die Eigenschaften 
dieser Axen zn untersuchen, denken wir uns eine zn einer 
Deckaxe von 120° geneigte Krystallfläche nnd zwei andere 
Flächen, mit denen die erstere durch Drehungen von 120° 
nm die Deckaxe zusammenfällt. Die Geraden, in welchen 
diese drei Flächen einander schneiden, sind mögliche kry- 
stallographische Axen, welche gleiche Winkel mit einander 
bilden und zur Deckaxe gleich geneigt sind ; [49] diese Axen 
sollen mit A, B und C bezeichnet werden. Auf ihnen schneide 
eine Krystallfläche die Parameter a, b und c ab. Eine Drehung 
von 120° um die Deckaxe lässt diese Fläche mit einer an- 
deren zusammenfallen, welche auf denselben Axen A, B und 
C die Parameter ft, c und a hat, und eine zweite, gleich grosse 
Drehung in demselben Sinne führt sie in die Stellung einer 
dritten Fläche über, deren Parameter auf denselben Axen c, 
a und b sind. Um die Parameterverhältnisse auf ihre Ratio- 
nalität zu prüfen, denkt man sich die beiden letzteren Flächen 
sich selbst parallel so verschoben, dass alle drei Flächen auf 
der Axe A den gleichen Parameter a haben. Eine solche 
Verschiebung ändert alle Parameter einer Fläche in demselben 

Verhältnisse, und zwar ist dieses Verhältniss -r bei der zwei- 

ten Fläche, — bei der dritten. Nach der Verschiebung sind 

also die Parameter der drei Flächen: 



auf der Axe A: 


a , a , a , 


- - - B: 


_ ac a* 

b > b> 7 


- - - C: 


a* ab 
C ' "b> ~c 



Damit diese Flächen möglich sind, müssen die Verhält- 
nisse ihrer Parameter auf jeder Axe, d. h. die Grössen 



<r , c* 



ac ' bc ab 



und — - rationale Werthe besitzen. Es folgt hieraus 



a 3 



auch die Rationalität des Verhältnisses r—. Setzt man: 

b*~~ Ql ac~ Ql > 
wo q und q { rationale Grössen sind, so hat man: 



Ueber d. Herleitung aller kry st Allographischer Systeme etc. 59 



a °- l 



3 a 3 



§ 29. Es sind nun zwei verschiedene Fälle zu berück- 
sichtigen, der eine, in welchem q = l oder der dritten Potenz 

3 __ 

einer rationalen Zahl, und der andere, wenn Vq eine irratio- 
nale Zahl ist. Im ersteren Falle sind die Verhältnisse zwi- 
schen a, b und c rational, und alsdann ist die Deckaxe von 
120° eine mögliche krystallographische Axe, wie aus dem 
Folgenden hervorgeht. Da der Parameter a zu den Para- 
metern b und o in einem rationalen Verhältnisse steht, so ist 
stets eine Fläche möglich, welche auf den drei Axen A, B 
und C den gleichen Parameter a abschneidet. Es seien in 
Fig. 22 OA, OB und OC diese drei Axen und ABC die 
Fläche, welche auf allen dreien gleiche Parameter besitzt. 
Nimmt man als Ooordinatenaxen BA, BO und BC, so hat 
die Fläche AOC auf diesen Axen die 
Parameter BA, BO und BC, [50] und 
hieraus ergiebt sich die Möglichkeit der 
Flächen AOD und COE, welche auf 
diesen Axen die Parameter BA, BO, 
\BC resp. BC, BO, \BA haben. 
Nun schneiden aber diese beiden Ebe- 
nen einander in der Axe von 120°, 
welche folglich eine mögliche krystallo- 
graphische Axe ist. Hierzu mag noch 
bemerkt werden, dass die Durchschnitte 
dieser Ebenen mit der Fläche ABC, 
welche zur Deckaxe senkrecht ist, zwei 
Qerade AD und CE sind, die mit einander 60° bilden, und 
dass diese beiden Geraden mögliche krystallographische Axen 
sind. Da ausserdem der Fusspunkt F der Deckaxe der Mittel- 
punkt des gleichseitigen Dreieckes ABC ist, so dass FD 
= FE, so ergiebt sich, dass die beiden Axen FE und FD 
gleichwertig sind. Endlich isk leicht einzusehen, dass die 
Gerade durch die Punkte B und F ebenfalls eine mögliche 
krystallographische Axe ist, welche mit FD und FE einen 
Winkel von 60° bildet und beiden gleichwerthig ist. 

Der umgekehrte Satz: Wenn eine Deckaxe von 120° 
gleichzeitig eine mögliche krystallographische Axe ist, % so 
sind drei krystallographische Axen A, B und C, welche 
durch Drehungen von 120° um die Deckaxe zusammen- 




Fig. 22. 
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fallen, gleichwerthig — wird in folgender Weise bewiesen: 
Denken wir uns irgend eine Krystallfläche, welche die Axe 
von 120° in einem vom Ursprünge der Coordinaten verschie- 
denen Punkte schneidet. Diese Fläche gelangt durch Drehun- 
gen von 120° um die Deckaxe in die Stellung zweier anderer 
Flächen, welche durch denselben Punkt einer krystallographi- 
schen Axe, nämlich der Axe von 120°, gehen und auf den 
Axen B und C den gleichen Parameter haben, wie die erste 
Fläche auf der. Axe A. Daraus folgt aber die Gleichwertig- 
keit der Axen A, B und C. 

§ 30. Nach dem Vorhergehenden ist es klar, dass, wenn 
q nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl ist, d. h. wenn 
die Axen A, B und C nicht gleichwerthig sind, alsdann die 
Deckaxe von 120° keine mögliche krystailographische Axe 
ist. Ebenso evident ist das Umgekehrte. In der Natur giebt 
es keine Krystallformen , welche derartige Axen von 120° 
zeigen, oder wenigstens sind sie noch nicht entdeckt. Im 
Gegentheil würde die Existenz solcher Axen von 120° mit 
einem bis jetzt ausnahmslos beobachteten krystallographischen 
Gesetze unverträglich sein, nämlich mit dem Gesetze, dass die 
Tangenten der Winkel zwischen den Flächen einer Zone in 
rationalen Verhältnissen stehen. In der That ist die Existenz 
dieses Gesetzes gebunden an die Rationalität der Verhältnisse 
zwischen den Producten aus zwei Parametern, jeder auf einer 
der Coordinatenaxen, aus den Sinus der Winkel, welchen 
diese Axen mit der dritten bilden, und aus dem Cosinus des 
Winkels, welchen die in der dritten Axe einander schneiden- 
den Coordinatenebenen einschüessen. Da die Winkel zwischen 
den Axen A, B und C gleich sind, [51] und die Winkel 
zwischen den in einer jeden dieser Axen einander schneiden- 
den Coordinatenebenen ebenfalls einander gleich sind, so folgt 
daraus, dass das Verhältniss zwischen zwei Producten der 
vorher angegebenen Art sich auf das Verhältniss zwischen 
zwei Parametern, deren jeder auf einer der Axen A 7 B und 
C genommen ist, reducirt. Die Rationalität eines solchen 
Verhältnisses schliesst aber die Existenz von Deckaxen von 
120° der fraglichen Art aus. 

§ 31. Es sollen nunmehr die im Kapitel IV aufgezählten 
krystallographischen Gruppen betrachtet werden, um zu sehen, 
ob noth wendig in einer jeden derselben mögliche krystailo- 
graphische Axen von der Art, wie man sie allgemein in der 
Krystallographie voraussetzt, vorhanden sind. 
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A. Die Gruppen des regulären Systems. 

1) und 2) Fig. 28 und 27. In diesen beiden Gruppen, 
welche der Holoedrie und der Hernie drie mit abwechselnden 
Flächen entsprechen, giebt es drei auf einander senkrechte 
Axen von 90°. Dieselben sind nothwendig mögliche krystallo- 
graphische Axen von gleichem Werthe (§ 27, Nr. I und 4). 

3) Fig. 31. In dieser, der tetraedrischen Hemiedrie ent- 
sprechenden Grnppe halbiren die Normalen der Symmetrie- 
ebenen die Winkel zwischen den Axen von 180°. Aus der 
Anmerkung des § 13 ist bekannt, dass in Bezug auf die 
absoluten Werthe der Parameter diese Normalen dieselbe Rolle 
spielen, wie Deckaxen von 180°, woraus sich die Gleich- 
wertigkeit der in dieser Gruppe vorhandenen Axen von 180°, 
welche ebenfalls mögliche krystallographische Axen sind, er- 
giebt, weil dieselben durch Drehungen von 180° um die Nor- 
malen der Symmetrieebenen vertauscht werden (§27, Nr. 2). 

4) und 5) Fig. 30 und 29. In diesen Gruppen, welche 
der dodekaedrischen Hemiedrie und der Tetartoedrie ent- 
sprechen, sind die drei Axen von 180° zugleich orthogonale 
krystallographische Axen, gleichwerthig aber nur dann, wenn 
die Axen von 120° ebenfalls mögliche krystallographische Axen 
sind (§ 29). In letzterem Falle sind diese Gruppen identisch 
mit denen, welche man gewöhnlich unter dem Namen der 
dodekaedrischen Hemiedrie und der Tetartoedrie des regulären 
Systems bezeichnet. Sind aber die Axen von 120° keine 
möglichen krystallographischen Axen, so sind die drei ortho- 
gonalen Axen ungleich werthig, und die Parameter auf den- 
selben stehen in irrationalen Verhältnissen. In diesem Falle 
sind ausser den allgemeinen Formen dieser Gruppen keine 
anderen möglich, als das Pentagondodekaeder [52] und der 
Würfel, während alle anderen Formen, welche durch die 
Gleichheit der Parameter auf zwei Axen entstehen, unmöglich 
sind (s. § 30). 

B. Die Gruppen des tetragonalen Systems. 

1) und 2) Fig. 33 und 32. In diesen Gruppen, welche 
der Holoedrie und der trapezoedrischen Hemiedrie entsprechen, 
sind sowohl die Axe von 90°, als die dazu senkrechten Axen 
von 180° mögliche krystallographische Axen; von den letzte- 
ren sind die auf einander senkrechten gleichwerthig (§ 27, 
Nr. I und 4). 
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3) Fig. 40. In dieser, der sphenoidischen Hemiedrie ent- 
sprechenden Gruppe sind die drei Axen von 180° zugleich 
orthogonale krystallographische Axen. Zwei derselben sind 
gleichwertig, weil die Winkel zwischen ihnen durch die 
Normalen der Symmetrieebenen, welche, wie oben bemerkt, 
in gewisser Beziehung die ßolle von Deckaxen von 180° spie- 
len, halbirt werden (§27, Nr. 1 und 2). 

4) und 7) Fig. 36 und 35. In diesen Gruppen, welche 
der pyramidalen Hemiedrie und deren Hemimorphie ent- 
sprechen, ist die Axe von 90° eine krystallographische, und 
nach § 27, Nr. 4 existiren noch zwei andere krystallographi- 
sche Axen senkrecht zu ihr und zu einander. Diese Axen 
können parallel den horizontalen Kanten irgend einer Pyra- 
mide oder parallel den Diagonalen der Basis einer solchen 
gewählt werden; im ersteren Falle wird diese Pyramide eine 
solche zweiter Ordnung, im zweiten Falle eine solche erster 
Ordnung. 

5) Fig. 34. Die allgemeine Form dieser Gruppe, der 
sphenoidischen Tetartoedrie , besitzt vier, den Flächen einer 
regelmässigen quadratischen Pyramide parallele Flächen, so 
dass die Axe der sphenoidischen Hemiedrie in Bezug auf die 
absoluten Werthe der Parameter dieselbe Rolle spielt, wie 
eine Deckaxe von 90°. Daraus folgt, dass sie. eine krystallo- 
graphische Axe ist, und dass es noch zwei andere krystallo- 
graphische Axen, senkrecht zu ihr und zu einander, giebt. 
Diese letzteren können gewählt werden parallel den Durch- 
schnitten eines beliebigen Sphenoids mit einer zur Axe der 
sphenoidischen Symmetrie senkrechten Ebene, oder parallel 
den Geraden, welche die Winkel jener Schnittlinien halbiren. 
Im ersteren Falle wird das gewählte Sphenoid ein solches 
zweiter Ordnung, im zweiten ein solches erster Ordnung. 

6) Fig. 37. In dieser Gruppe, welche der Hemimorphie 
der Holoedrie entspricht, ist die Deckaxe eine krystallographi- 
sche Axe, ebenso die Normalen der Symmetrieebenen, welche 
alle in einer zur ersten Axe [53] senkrechten Ebene gelegen 
sind; diese Axen bilden zwei Paare, deren jedes aus zwei, 
auf einander senkrechten, gleichwertigen Axen besteht. 

C. Die Gruppen des hexagonalen Systems. 

1), 2), 4), 9) und 10) Fig. 45, 44, 51, 52 und 50. In 
diesen Gruppen, welche der Holoedrie, der trapezoedrischen 
und der pyramidalen Hemiedrie und den Hemimorphien dieser 
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drei Abtheilungen entsprechen, ist die Axe von 60° eine kry- 
stallographische Axe, deren es noch drei andere giebt, welche 
zu ihr. senkrecht sind, mit einander Winkel von 60° bilden 
und alle drei den gleichen Werth besitzen (§ 27, Nr. 1 und 4). 
Damit die horizontalen Axen diejenige Anordnung erhalten, 
welche Naumann ihnen gegeben hat, mnss man als solche 
annehmen in den beiden ersten Gruppen die abwechselnden 
Axen von 180°, in der holoedrischen Hemimorphie die Nor- 
malen zu den abwechselnden Symmetrieebenen, und in der 
pyramidalen Hemiedrie und deren Hemimorphie diejenigen 
Geraden, welche parallel oder senkrecht sind zu den horizon- 
talen Kanten einer beliebigen hexagonalen Pyramide; wählt 
man die ersteren, so wird diese Pyramide eine solche erster 
Ordnung, anderenfalls eine solche zweiter Ordnung. 

3), 5) und 7) Fig. 48, 49 und 47. In diesen Gruppen, 
welche der rhomboedrischen und der trigonotypen Hemiedrie 
und der trapezoedrischen Tetartoedrie entsprechen , ist die 
Ebene, welche durch die Axen von 180° geht, eine mögliche 
Kry stallfläche (§27, Nr. 1), und da diese Fläche senkrecht 
zur Axe von 120°, so ist die letztere eine mögliche krystallo- 
graphiäche Axe (§ 29), und die Axen von 180° sind gleich- 
werthige krystallographische Axen. 

11) Fig. 55. In Folge der Analogie der Normalen von 
Symmetrieebenen mit Axen von 180° gilt das von den drei 
vorhergehenden Gruppen Gesagte auch für die vorliegende, 
welche der Hemimorphie der rhomboedrischen und der tri- 
gonotypen Hemiedrie entspricht. 

8) Fig. 54. In dieser, der pyramidalen Tetartoedrie ent- 
sprechenden Gruppe fällt die Normale zur Symmetrieebene 
mit der Axe von 120° zusammen. Da aber diese Normale, 
in Folge ihrer Analogie mit einer Axe von 180°, eine mög- 
liche krystallographische Axe ist, so liegt hier der Fall einer 
Axe von 120°, welche zugleich krystallographische Axe ist, 
vor, und es giebt daher (§ 29) noch drei zu ihr senkrechte 
krystallographische Axen, welche unter einander Winkel von 
60° bilden und den gleichen Werth besitzen. Wählt man 
diese Axen, wie es in § 29 geschah, senkrecht zu den Schnitt- 
richtungen der Flächen einer beliebigen trigonalen Pyramide 
mit der zur Axe von 120° senkrechten Ebene, so wird diese 
Pyramide eine solche zweiter Ordnung, während sie [54] erster 
Ordnung wird, wenn man diese Axen den erwähnten Schnitt- 
richtungen parallel wählt. 
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6) und 12) Fig. 56 und 53. In diesen Gruppen, welche 
der rhomboedrischen Tetartoedrie und deren Hemimorphie ent- 
sprechen, ist die Axe von 120° nicht nothwendig eine mög- 
liche krystallographische Axe, so dass in diesen Gruppen das 
System von Coordinatenaxen, welches man gewöhnlich für das 
hexagonale Erystallsystem als charakteristisch betrachtet, nicht 
nothwendig vorhanden zu sein braucht. Ist die Axe von 120° 
eine mögliche krystallographische Axe, so existirt dieses Sy- 
stem von Coordinatenaxen in den vorliegenden Gruppen, und 
dieselben sind alsdann identisch mit der rhomboedrischen 
Tetartoedrie und deren Hemimorphie, wie sie in der Ery- 
stallographie aufgestellt worden sind. Wenn dagegen die Axe 
von 120° keine mögliche krystallographische Axe ist, so giebt 
es auch keine krystallographischen Axen senkrecht zu der- 
selben, und von den Krystallformen werden die Prismen und 
die Pinakoide unmöglich, so dass das Hhomboeder oder in der 
Hemimorphie dessen Hälfte die einzige mögliche Form sein 
wird, welche nicht einmal mit dem complementären Rhombo- 
eder combinirt sein kann« 

D. Die Gruppen des rhombischen Systems. 

1), 2) und 3) Fig. 39, 38 und 43. In diesen Gruppen, 
welche der Holoedrie, der sphenoidischen Hemiedrie und der 
Hemimorphie entsprechen, sind sowohl die Axen von 180°, 
als die Normalen zu den Symmetrieebenen orthogonale kry- 
stallographische Axen. Im Allgemeinen haben diese Axen 
verschiedenen Werth, zufällig können aber zwei Axen oder 
auch alle drei den gleichen Werth annehmen. 

E. Die Gruppen des monoklinen Systems. 

1), 2) und 3) Fig. 42, 46 und 41. In diesen, der Holo- 
edrie, der Hemiedrie und der Hemimorphie entsprechenden 
Gruppen ist die Axe von 180° oder die Normale zur Sym- 
metrieebene eine krystallographische Axe (die Orthodiagonale), 
und da die zu dieser Axe senkrechte Ebene stets eine mög- 
liche Fläche ist (§ 27, Nr. 3), so werden die beiden anderen 
krystallographischen Axen durch die Schnittrichtungen dieser 
Ebene mit irgend zwei anderen Krystallflächen , welche diese 
Ebene nicht in derselben Geraden schneiden, bestimmt. Diese 
Axen (die Hauptaxe und die Klinodiagonale) sind daher noth- 
wendig senkrecht zur Orthodiagonale, während sie unter ein- 
ander einen im Allgemeinen schiefen Winkel bilden, welcher 
aber auch zufällig ein rechter sein könnte. 
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[55] F. Die Gruppen des triklinen Systems. 

1) und 2) Fig. 57 und 58. In diesen Gruppen, weiche 
der Holoedrie und der Hemiedrie entsprechen, wählt man als 
Coordinatenaxen die Durchschnitte dreier beliebiger möglicher 
Kry stallflächen, welche nicht derselben Geraden parallel sind. 
Es kann vorkommen, dass zwei der gewählten Flächen zu ein- 
ander senkrecht sind, oder auch, dass die Axen orthogonale 
sind. Wenn das Gesetz, dass die Tangenten der Winkel 
zwischen den Flächen einer Zone in rationalen Verhältnissen 
zu einander stehen, allgemein angenommen werden soll, so 
kann man bekanntlich in jeder Erystallreihe stets die Axen 
so wählen, dass sie einen oder den anderen der eben er- 
wähnten Fälle von Rechtwinkeligkeit darbieten. 

§ 32. Im Vorhergehenden ist also nachgewiesen worden, 
dass im Allgemeinen in allen von uns aufgestellten Gruppen 
mögliche krystallographische Axen existiren, welche ebenso 
angeordnet und in denselben Fällen gleichwerthig sind, wie 
man es in der Kristallographie allgemein voraussetzt. Nur 
einige, durch die Gegenwart von Deckaxen von 120° cha- 
rakterisirte Gruppen machen von dieser Regel eine Ausnahme. 
Es sind dies die folgenden: die dodekaedrische Hemiedrie 
(Fig. 30) und die Tetartoedrie (Fig. 29) des regulären ' Sy- 
stems, die rhomboedrische Tetartoedrie (Fig. 56) und die 
Hemimorphie der Tetartoedrien (Fig. 53) des hexagonalen Sy- 
stems. In diesen Gruppen existiren solche Axen, wie man 
sie allgemein voraussetzt, nur für den Fall, dass die Axen 
von 120° mögliche krystallographische Axen sind, und dieses 
findet immer statt, wenn das Gesetz der Rationalität der 
Tangentenverhältnisse der Winkel zwischen den Flächen der- 
selben Zone allgemein angenommen werden soll. Sind da- 
gegen die Axen von 120° keine möglichen krystallographi- 
schen Axen, so giebt es in den beiden genannten Gruppen 
des regulären Systems zwar immer drei orthogonale Axen, 
aber dieselben sind nicht gleichwerthig, während in den beiden 
zuletzt erwähnten Gruppen die gewöhnliche Anordnung der 
Axen des hexagonalen Systems, so wie sie Naumann ad- 
optirt hat, nicht möglich ist, sondern drei Axen existiren, 
welche so angeordnet sind, wie die von Miller für das hexa- 
gonale System angenommenen, die aber nicht gleichwerthig 
sind. * 

OstwalcTs Klassiker. 75. 5 
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Kapitel VI. 

Angabe der einfachen Formen einiger krystallo- 

graphischer Gruppen. 

§ 33. Nach dem allgemeinen Ueberblick der Gruppen, 
welcher in Kapitel IV gegeben wurde, bleibt es noch übrig, 
in einige weitere Details [56] über diejenigen Gruppen ein- 
zutreten, deren einfache Formen, wie es scheint, nirgends 
Gegenstand einer vollständigen Behandlung gewesen sind. Um 
die Beziehungen der hemimorphen Gruppen zu den übrigen 
besser hervortreten zu lassen, sollen in diesem Kapitel sämmt- 
liche Hemimorphien betrachtet werden. Die geeignetste Me- 
thode, um den Zusammenhang zwischen den Formen der ver- 
schiedenen Gruppen eines und desselben Systems zu übersehen, 
scheint uns die Ableitung der einfachen Formen der verschie- 
denen Hemiedrien, Hemimorphien und Tetartoedrien von den 
entsprechenden Formen der Holoedrien; diese Methode soll 
daher befolgt werden. 

B. Das tetragonale System. 

6) Fig. 37. Die Hemimorphie der holoedrischen For- 
men. Von den einfachen holoedrischen Formen bewahren die 
Pyramiden und das Pinakoid nur die Hälfte ihrer Flächen, 
nämlich diejenigen, welche gegen das eine Ende der Are von 
90° convergiren. Die Prismen der Holoedrie bleiben in Be- 
zug auf die Anzahl der Flächen unverändert. 

7) Fig. 35. Die Hemimorphie der pyramidalen und der 
trapezoedrischen Hemiedrie. Man erhält die allgemeine Form 
dieser Gruppe, indem man von der allgemeinen Form der 
vorigen Gruppe nur die abwechselnden Flächen beibehält, und 
die so sich ergebende allgemeine Form liefert die übrigen 
Formen als specielle Fälle. Ebenso kann man die einfachen 
Formen dieser Gruppe erhalten, indem man von jeder der 
einfachen Formen der pyramidalen oder der trapezoedrischen 
Hemiedrie diejenigen Flächen weglässt, welche die eine Seite 
der Axe von 90° schneiden. Auf diese Art liefert die holo- 
edrische ditetragonale Pyramide eine halbe tetragonale Pyra- 
mide dritter Ordnung, die quadratischen Pyramiden erster und 
zweiter Ordnung geben die Hälften solcher, das Pinakoid 
bleibt nur mit einer einzigen Fläche erhalten, das ditetrago- 
nale Prisma giebt ein quadratisches Prisma dritter Ordnung, 
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während die Prismen erster und zweiter Ordnung unverändert 
bleiben. 

C. Das hexagonale System. 

8) Fig. 54. Die pyramidale Tetartoedrie. Man erhält 
die allgemeine Form dieser Tetartoe'drie, indem man von einer 
dihexagonalen Pyramide in den abwechselnden Sectoren von 
60° nur je zwei Flächen, entweder die rechten, oder die 
linken, behält. Die anderen Formen ergeben sich als specielle 
Fälle der allgemeinen Form in derselben Weise, wie in der 
Holoedrie. Nach diesem Gesetze zerfällt also die dihexagonale 
Pyramide in vier [57] trigonale Pyramiden der dritten Ord 7 
nung, die hexagonale Pyramide erster Ordnung in zwei tri- 
gonale Pyramiden erster Ordnung, die hexagonale Pyramide 
zweiter Ordnung in zwei trigonale Pyramiden zweiter Ord- 
nung, das dihexagonale Prisma in vier trigonale Prismen 
dritter Ordnung, das hexagonale Prisma erster Ordnung in 
zwei trigonale Prismen erster Ordnung, das hexagonale Prisma 
zweiter Ordnung in zwei trigonale Prismen zweiter Ordnung, 
während das Pinakoid unverändert bleibt. Es haben also in 
dieser Gruppe alle Pyramiden und Prismen als Basis ein 
gleichseitiges Dreieck. 

9) Fig. 52. Die Hemimorphie der holoedrischen For- 
men. Diese Hemimorphie bietet denselben Charakter dar, wie 
die entsprechende Hemimorphie im tetragonalen System. Jede 
der holoedrischen Pyramiden zerfällt in zwei Hälften, das 
Pinakoid in zwei Hemipinakoide, während sämmtliche Prismen 
ihre volle Fiächenzahl bewahren. 

10) Fig. 50. Die Hemimorphie der Irapezoedrischen 
und der pyramidalen Hemiedrie zeigt ebenfalls den gleichen 
Charakter, wie die entsprechende Hemimorphie im tetragonalen 
System, so dass man also Hälften von hexagonalen Pyramiden 
erster, zweiter und dritter Ordnung hat, ferner hexagonale 
Prismen erster, zweiter und dritter Ordnung, endlich die Hemi- 
pinakoide. 

11) Fig. 55. Die Hemimorphie der rhomboedrischen 
und der trigonotypen Hemiedrie. Man erhält die einfachen 
Formen dieser Hemimorphie, indem man in der allgemeinen 
Form der entsprechenden Hemiedrien die Flächen weglässt, 
welche die eine Seite der Axe von 120° schneiden, und in- 
dem man die anderen einfachen Formen als specielle Fälle 
aus der allgemeinen ableitet. Auf diese Art verwandeln sich 

5* 
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die Formen der rhomboedrischen Hemiedrie: das Skalenoe'der 
in die Hälfte einer ditrigonalen Pyramide, das Rhomboeder in 
die einer trigonalen Pyramide erster Ordnung, die hexagonale 
Pyramide zweiter Ordnung in die Hälfte einer hexagonalen 
Pyramide zweiter Ordnung, das Pinakoid in ein Hemipinakoid, 
das dihexagonale Prisma in ein ditrigonales Prisma, das hexa- 
gonale Prisma erster Ordnung in ein trigonales Prisma erster 
Ordnung, während das hexagonale Prisma zweiter Ordnung 
unverändert bleibt. Geht man, um zu dieser Hemimorphie zu 
gelangen, von der trigonotypen Hemiedrie aus, so muss man, 
um die Bezeichnungen der Pyramiden und Prismen erster und 
zweiter Ordnung in der oben angegebenen Weise zu erhalten, 
an Stelle der horizontalen Axen, welche Naumann für diese 
Hemiedrie adoptirt hat, die Halbirenden der Winkel zwischen 
jenen als Axen nehmen. 

12) Fig. 53. Die Hemimorphie der Tetarto'edrien. Die 
einfachen Formen dieser Hemimorphie erhält man, wenn man 
in jeder der einfachen Formen der pyramidalen Tetartoedrie 
diejenigen Flächen weglässt, welche eine Seite der [58j Axe von 
120° schneiden, oder ebenso, wenn man von den allgemeinen 
Formen der rhomboedrischen oder trapezoedrischen Tetarto- 
edrie ausgeht. Alsdann verwandeln sich die Formen der 
rhomboedrischen Tetartoedrie : die Rhomboeder erster, zweiter 
und dritter Ordnung in halbe trigonale Pyramiden erster, 
zweiter und dritter Ordnung, das Pinakoid in ein Hemipina- 
koid und die hexagonalen Prismen erster, zweiter und dritter 
Ordnung in trigonale Prismen derselben Ordnungen. 

D. Das rhombische System. 

3) Fig. 43. Die Hemimorphie der holoedrischen For- 
men. Die einfachen Formen dieser Hemimorphie leiten sich 
von den einfachen holoedrischen Formen ab durch Weglassung 
derjenigen Flächen, welche eine Seite einer Axe von 180° 
schneiden; und zwar muss diese Axe bei der Ableitung 
sämmtlicher Formen die nämliche bleiben. Nimmt man die- 
selbe zur Hauptaxe, so erhält man folgende Bezeichnungen 
der Formen: die Hälfte einer rhombischen Pyramide, das 
rhombische Prisma, das Hemimakrodoma und Hemibrachy- 
doma, das basische Hemipinakoid, das vollständige Makro- 
und Brachypinakoid. 
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E. Das monokline System. 

2) Fig. 46. Die Hemiedrie. Man behält von der holo- 
edrischen Hemipyramide nur ein Flächenpaar übrig, welches 
in dem klinodiagonalen Schnitte eine Gerade gemeinsam hat, 
so dass die Hemipyramide in zwei Viertelpyramiden zerfallt. 
Das Hauptprisma nnd das Klinodoma zerfallen in gleicher 
Weise in zwei Hemiprismen nnd zwei Hemiklinodomen , das 
Hemiorthodoma in zwei Viertel-Orthodomen , das basische Pi- 
nakoid nnd das Orthopinakoid je in zwei Hemipinakoide, 
während das Klinopinakoid unverändert bleibt. 

3) Fig. 41. Die Hemimorphie. Von den Flächen der 
holoedrischen Hemipyramide bleiben nur die beiden, eine 
Seite der Axe von 180° (der Orthodiagonale) schneidenden 
Flächen übrig. In dieser Weise zerfallt die Hemipyramide 
in zwei Viertelpyramiden, das verticale Prisma in zwei Hemi- 
prismen, das Klinodoma in zwei Hemiklinodomen, während 
das basische Pinakoid, das Orthopinakoid und das Hemiortho- 
doma ihre volle Flächenzahl bewahren. 

F. Das trikline System. 

2) Fig. 58. Die Hemiedrie. Jede der einfachen Formen 
der Holoe'drie besteht nur aus einem einzigen Paare paralleler 
Flächen ; die hemiedrischen einfachen Formen [59] leiten sich 
von den entsprechenden holoedrischen Formen durch Weg- 
lassung irgend einer der Flächen jedes, eine holoedrische Form 
bildenden, Paares ab, so dass in der Hemiödrie jede einfache 
Form nur aus einer einzigen Fläche besteht, deren Bezeichnung 
von ihrer Stellung zu den gewählten Axen abhängt. 

Kapitel VII. 

Schlnss. 

In den Naturwissenschaften ist der Zweck jedes Systems, 
einen leichten Ueberblick über die untergeordneten Einzel- 
heiten zu liefern. Von zwei Systemen, welche diese Eigen- 
schaft in gleichem Grade besitzen, müssen wir dasjenige vor- 
ziehen, dessen Gruppen natürlichere sind, d. h. in welchem die 
in dieselbe Gruppe gestellten Körper die grösste mögliche Zahl 
gleicher Eigenschaften darbieten. In . dieser Beziehung scheint 
das in vorliegender Abhandlung auseinandergesetzte System 
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einigen Vortheil über das bis jetzt in der Krystallographie 
adoptirte zu besitzen. Wir erkennen als verschiedene Grup- 
pen nur solche an, welche sich durch die Zahl und die An- 
ordnung der gleichwertigen Richtungen unterscheiden, und 
wenn das Princip, dass Richtungen, welche in gleicher Be- 
ziehung zur Form stehen, auch gleiche physikalische Eigen- 
schaften darbieten, während die Richtungen, welche in Bezug 
auf die äussere Form nicht gleich angeordnet sind, auch un- 
gleiche physikalische Eigenschaften zeigen können, ein allge- 
mein gültiges ist, so wäre unsere Classification der Krystalle 
ebenso eine physikalische, wie sie eine geometrische ist. Ferner 
scheint es uns, dass der Ausdruck des von uns als Grundlage 
der Classification angenommenen Principes, welches eben kurz 
auseinandergesetzt wurde, keine Unbestimmtheit enthält, und 
dass die Einzelheiten dieser Classification nur eine rein ma- 
thematische Entwickelung bilden, welche lediglich nothwendige 
Consequenzen dieses Principes und des Gesetzes der Ratio- 
nalität der Parameterverhältnisse auf jeder krystallographischen 
Axe darbietet. Ich gestehe, dass das auseinandergesetzte Sy- 
stem nur das Resultat eines fortwährenden Kampfes ist, in 
welchen ich seit meinen ersten krystallographischen Studien 
verwickelt war gegenüber dem Mangel an Präcision in den 
Ideen, die ich den krystallographischen Werken über Alles, 
was sich auf das Princip der Classification bezieht, entnehmen 
konnte*). Unsere Untersuchungen haben zu [60] einem Re- 
sultate geführt, welches etwas von der, bis heutigen Tages 
von den Krystallographen angenommenen Classification, wie 
wir sie von Naumann auseinandergesetzt finden, abweicht. 
Wir haben als neue Gruppen die folgenden angegeben: zwei 
Hemimorphien des tetragonalen Systems, die pyramidale Te- 
tartoedrie und die Hemimorphien der pyramidalen Hemiedrie 
und der Tetartoe'drie des hexagonalen Systems, die symmetri- 
sche Hemiedrie des monoklinen Systems und die Hemiödrie 
des triklinen Systems, während wir gleichzeitig die Existenz 
der folgenden, von Naumann adoptirten, Gruppen für un- 
möglich erklären müssen: die rhombotype Hemiedrie und Te- 
tartoe'drie, die Hemimorphie der sphenoidischen Hemiedrie und 



*) Ich muss an dieser Stelle anerkennen, dass der erste An- 
stoss dazu, die vorliegende Arbeit zu unternehmen, mir durch eine 
Bemerkung über die Symmetrieebenen gegeben wurde, welche mein 
früherer Schüler, Herr N. Fedoroff, Director des chemischen Labo- 
ratoriums der Artillerieakademie, machte. 
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die von 6. Rose aufgestellte Meroe'drie des tetragonalen Sy- 
stems, die monokline Meroedrie und die Hemimorphie der 
sphenoidischen Hemiedrie des rhombischen Systems — und 
endlich das dikline Krystallsystem. Was die von uns aufge- 
stellten neuen Gruppen betrifft, so glauben wir im Vorher- 
gehenden genügende Erklärungen derselben gegeben zu 
haben, aber es bleibt jetzt noch übrig, einige Bemerkungen 
über die oben genannten Gruppen, deren Existenz wir leug- 
nen, hinzuzufügen. Da diese Gruppen nicht als besondere in 
unserer Classification enthalten sind, so ist es klar, dass die 
zu ihnen gehörigen Erystalle mit gewissen Gruppen unserer 
Classification in der Zahl und Anordnung ihrer gleichwerti- 
gen Richtungen übereinstimmen müssen. Es ist also nun 
unsere Aufgabe, zu prüfen, durch welche Eigentümlichkeiten 
sich diese Erystalle von den Gruppen, in die wir sie stellen, 
unterscheiden, Eigentümlichkeiten, auf Grund deren die Kry- 
stallographen aus ihnen besondere Gruppen gebildet und sie 
in andere Krystallsysteme, als wir, gestellt haben. Betrachten 
wir jede Gruppe besonders. Naumann 's rhombotype Hemi- 
edrie des tetragonalen Systems unterscheidet sich von den 
holoedrischen Formen des rhombischen Systems nur durch 
den Umstand, dass die Fundamentalparameter auf zwei Axen 
gleich sind oder in einfachem rationalem Verhältniss stehen. 
Man fragt sich : welche Bedeutung hat eine Eigenthümlichkeit 
dieser Art, wenn sie nicht mit anderen Eigenschaften der 
Krystalle verbunden ist? Zwischen der fraglichen Gruppe 
und der Holoedrie des rhombischen Systems existirt kein 
Unterschied in der Anordnung der Flächen; sollte es einen 
solchen in den physikalischen Eigenschaften geben? Da die 
Zahl und die Anordnung der gleichwertigen Richtungen die- 
selbe ist, liegt kein Grund vor, eine Differenz im Charakter 
der physikalischen Eigenschaften zu erwarten, und da ausser- 
dem eine solche Differenz durch die Erfahrung nicht angezeigt 
ist, was berechtigt dann noch zur Einreihung dieser Krystalle 
in das tetragonale System? Wenn man annimmt, dass das 
Verhältniss der Fundamentalparameter auf zwei verschiedenen 
Axen jeden anderen Werth haben kann, warum sollte man 
einen einfachen rationalen Werth ausschliessen ? Und was ist 
schliesslich ein einfacher rationaler Werth, und kann man 
von demselben eine strenge Definition geben ? Alles über diese 
Hemiädrie soeben Gesagte [61] lässt sich Wort für Wort auf 
die Vergleichung von Naumanns rhombotyper Tetartoedrie 
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des tetragonalen Systems mit der sphenoidischen Hemiödrie 
des rhombischen Systems anwenden, von welcher sich jene 
weder durch die Anordnung der Flächen, noch durch diejenige 
der gleich werthigen Richtungen unterscheidet. Dieselben Be- 
merkungen gelten ebenso für die Vergleichung von Nau- 
mann^ Hemimorphie der sphenoidischen Hemiödrie des tetra- 
gonalen Systems mit der Hemimorphie der holoedrischen 
Formen des rhombischen Systems, mit dem einzigen Unter- 
schiede, dass man, um zu den Axen des rhombischen Systems 
zu gelangen, anstatt der horizontalen tetragonalen Axen die 
Halbirenden ihrer Winkel als Axen nehmen muss. Was die 
Meroödrie des tetragonalen Systems betrifft, welche G. Rose 
auf Grund seiner Untersuchungen am sulfaminsauren Ammon 
aufstellen zu müssen geglaubt hat, so haben wir uns bereits 
darüber ausgesprochen, dass die Messung der Winkel zu wenig 
genau war, um, die Existenz der Eigenthümlichkeiten, welche 
jenen Krystallographen bewogen haben, diese Krystalle dem 
tetragonalen System zuzuzählen, ausser Zweifel zu setzen. 
Nach unserer Auffassung bieten diese Krystalle die Combi- 
nation 'o P, P, £ oo des monoklinen Systems dar, selbst wenn 
wirklich die Hauptaxe senkrecht zur Klinodiagonale wäre, 
und die Fnndamentalparameter auf der Orthodiagonale und 
der Klinodiagonale den gleichen Werth besässen. Bekannt- 
lich kann jede monokline Form auf rechtwinkelige Axen be- 
zogen werden (wie es Weiss gethan hat, und wie es aus der 
Rationalität der Tangentenverhältnisse der Winkel zwischen 
den Flächen einer Zone folgt) ; wenn im Allgemeinen bei der 
Annahme solcher Axen die Zeichen der Flächen complicirter 
werden, als für ein passend gewähltes System schiefer Axen, 
so ist doch nicht einzusehen, warum in einem besonderen 
Falle nicht für orthogonale Axen die Zeichen der Flächen 
einfacher sein können. Wenn die Krystalle keine anderen 
Eigenschaften besitzen, welche mit der Rechtwinkeligkeit zweier 
Axen in Beziehung stehen, so hat der Werth von 90° keine 
höhere Bedeutung, als jeder andere einzelne Winkelwerth. 
Was die Gleichheit zweier Axen betrifft, so haben wir nur 
an Das zu erinnern, was weiter oben Über diese Frage gesagt 
wurde. Die monokline Meroedrie des rhombischen Systems, 
selbst im Falle, wo die Krystalle eine zu den Prismenflächen 
senkrechte Basis zeigen, kann keine Gruppe darstellen, welche 
von der holoedrischen des monoklinen Systems verschieden 
wäre; aus den vorher auseinandergesetzten Gründen können 
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wir die Rechtwinkeligkeit der Hauptaxe and der Klinodiago- 
nale nur als etwas Zufälliges betrachten. Das eben Gesagte 
lässt sich Wort für Wort auf die behauptete Hemimorphie der 
sphenoidischen Hemiedrie des rhombischen Systems anwenden, 
welche wir nicht als eine von der Hemimorphie des mono- 
klinen Systems verschiedene Gruppe ansehen können. In der 
Schlussbemerkung des Kapitels IV [62] haben wir versucht 
zu zeigen, dass die Existenz von Erystallen mit den cha- 
rakteristischen Eigenschaften des diklinen Systems ernsten 
Zweifeln unterworfen sei. Was die Rechtwinkeligkeit zweier 
Axenebenen betrifft, so gilt das über die Rechtwinkeligkeit der 
Axen Gesagte auch hier. Von grösserer Wichtigkeit wäre es, 
wenn wirklich das Prisma, welches der Zone der beiden senk- 
rechten Ebenen angehört, stets mit allen seinen vier Flächen 
ausgebildet wäre. Offen gestanden haben wir aber niemals 
einsehen können, dass diese Eigen thümlichkeit des Prismas 
eine Folge der Rechtwinkeligkeit zweier Axenebenen sein 
könnte, welche den Raum in vier Theile theilen, die gleich 
an Volum, gleich in Bezug auf die Neigungen der vier Prismen- 
flächen zu zwei Axenebenen, aber ungleich in Bezug auf die 
Winkel derselben Prismenflächen mit der dritten Axenebene und 
ungleich in jeder anderen Beziehung sind. Ausserdem haben 
wir in Kapitel IV gesehen, dass von allen Krystallen, welche 
man in das dikline System gestellt hat, nur das ursprünglich 
von Mitscherlich untersuchte Salz, welches später nicht mehr 
bat dargestellt werden .können, das Prisma stets vollständig 
zeigte. Wir müssen jedoch sagen: selbst in dem Falle, dass 
man immer die vier Flächen des Prismas zusammen beobachtet, 
würde darin nichts Auffallendes liegen, besonders bei einem 
Salze, welches auf eine bestimmte Art und unter bestimmten 
Verhältnissen dargestellt ist. Bekanntlich findet man sehr 
selten ein Quarzrhomboöder ohne die Flächen des Prismas 
oder diejenigen des complementären Rhomboeders, und für 
ein Mineral, wie der Quarz, ist doch die Anzahl der Kry- 
stalle, welche Mineralogen oder Krystallpgraphen unter die 
Augen kommen, und sind die Verschiedenheiten der Umstände 
ihrer Bildung viel beträchtlicher, als für ein ungewöhnliches 
chemisches Product. 
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[63] Anhang A. 

Das Gesetz der Rationalität der Parameterverh&lt- 

nisse der Krystallflächen. 

Bekanntlich besteht dieses Gesetz darin, dass man für jede 
Krystallreihe stets drei Coordinatenaxen, welche nicht in einer 
Ebene liegen, so wählen kann, dass, wenn man Ebenen par- 
allel allen Flächen der Krystallreihe dnrch einen beliebigen 
Punkt anf einer der Axen oder durch die Schnittpunkte einiger 
dieser Ebenen mit einer zweiten Axe legt, alsdann die Para- 
meter aller dieser Ebenen auf irgend einer der Axen in ra- 
tionalen Verhältnissen stehen. In einer gegebenen Krystall- 
reihe wollen wir »mögliche Kry stallfläche« eine Ebene nennen, 
deren Parameter dem eben ausgesprochenen Gesetze genügen, 
d. h. in rationalem Verhältniss zu anderen Parametern der 
Flächen der Reihe auf allen drei Axen stehen. 

Es soll nun bewiesen werden, dass 
demselben Gesetzeauchnochgenügt wird, 
wenn an Stelle der ursprünglichen Co- 
ordinatenebenen irgend dreien möglichen 
, Krystallflächen der Reihe parallele 

• 8 Ebenen gesetzt werden, und dass als- 
dann die ursprünglichen Coordinaten- 
ebenen ebenfalls mögliche Krystall- 
flächen sind*). Es seien OA, OB 
und OC (Fig. 23) drei Coordinaten- 
axen, in Bezug auf welche das Gesetz 
der Rationalität der Parameterverhält- 
nisse erfüllt ist. Zunächst ist zu be- 
weisen, dass man eine der Coordinaten- 
ebenen, z. 6. BOG, durch irgend eine mögliche Krystallfläche 
ersetzen kann. Diese Fläche PMN möge nicht parallel der 
Axe O G sein, welche sie in dem Punkte N schneidet. Die 

*) Die Wichtigkeit dieses Satzes für die in der vorliegenden 
Abhandlung auseinandergesetzte Theorie hat uns bestimmt, hier 
einen Beweis derselben zu geben. Dieser unterscheidet sich durch 
seine Einfachheit von demjenigen, welchen man gewöhnlich auf 
dem Wege der analytischen Geometrie giebt. Nach Abfassung 
dieser Zeilen fanden wir in der soeben erschienenen Krystallo- 
graphie von Lang einen dem unsrigen analogen Beweis, welcher 
jedoch einerseits weniger einfach, andererseits weniger vollstän- 
dig ist. 
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neuen Coordinatenaxen sind nun P0 7 P2V, PM. Durch den 
Punkt O werde eine Ebene, parallel einer beliebigen anderen 
Krystallfläche, z. B. der Fläche PN'M', gelegt; der Durch- 
schnitt dieser Ebene mit der Ebene OPN findet in der Ge- 
raden ON, statt, welche parallel PN' ist, und da in Folge 
dessen die Dreiecke PNN' und ONN, ähnlich sind, hat man: 

NN,:P#=ON: NN'. 

[64] Da das zweite Verhältniss (dasjenige eines Parameters 
zu der Differenz zweier Parameter) rational ist, so muss dies 
auch das erste sein, woraus sich ergiebt, dass das Yerhältniss 
des Parameters einer beliebigen Fläche auf der Axe PN zum 
Parameter der alten Coordinatenebene BOG eine rationale Zahl 
ist. Wenn dagegen die neue Coordinatenebene PNM parallel 
der Axe 00 ist (Fig. 24), so ist 
eine der neuen Axen PN par- 
allel der alten Axe C, und der 
Parameter der alten Coordinaten- 
ebene auf dieser Axe wird un- 
bestimmt. Es ist unschwer zu 
beweisen, dass selbst in diesem 
Falle die Parameter zweier be- 
liebiger Krystallflächen auf dieser 
neuen Axe PN in einem ratio- 
nalen Verhältnisse stehen. Es 
mögen PN'M und PN"M" 

zwei beliebige Krystallflächen sein, deren Parameter ON' und 
ON" auf der Axe OO in einem rationalen Verhältnisse stehen. 
Um ihre Parameter auf der Axe PN zu erhalten, legen wir 
durch den Punkt zwei Gerade ON', und ON" parallel den 
Geraden PN' und PN" ; die Schnittpunkte N', und N f ; dieser 
Geraden mit der Axe PN bestimmen die Parameter PN', und 
PN", der den Flächen PN'M' und PN"M" parallelen Ebe- 
nen auf der Axe PN, und da die absoluten Werthe dieser 
Parameter gleich denen der Parameter ON' und ON" auf 
der alten Axe OO sind, so folgt daraus, dass ihr Verhältniss 
ein rationales ist. Damit ist also bewiesen, dass auf einer 
der neuen Axen die Parameter aller möglicher Krystallflächen, 
ebenso wie die der alten Coordinatenebene, in rationalen 
Verhältnissen stehen. Offenbar muss dasselbe Gesetz für die 
andere neue Axe PM gelten, so dass also das Gesetz der 
Rationalität der Parameterverhältnitfse gültig sein, und die 




Fig. 24. 



76 



Axel Gadolin. 




Fig. 25. 



alte Coordinatenebene eine mögliche Krystallfläche sein muss, 
In dem eben gegebenen Beweise haben wir die Stellung der 
Flächen in Bezug auf die neuen Coordinatenaxen durch die 
Parameter bestimmt, welche sie erhalten, wenn ihnen parallel 
Ebenen durch den Punkt O auf der Axe PO gelegt werden. 
Diese Methode ist ungenügend, um die Stellung von Flächen 
zu bestimmen, welche der Axe PO parallel sind. Die Mög- 
lichkeit einer Fläche dieser Art in dem alten System von 
Coordinatenaxen ergiebt sich, wenn man parallel derselben 

eine Ebene SMN'T durch einen Punkt 
M (Fig. 25) legt, in welchem irgend 
eine andere Fläche die Axe OB schnei- 
/ det; damit alsdann die fragliche Fläche 
möglich sei, nrass ihr Parameter ON' 
auf der dritten Axe 00 in rationalem 
Verhältnisse mit den anderen Para- 
metern auf dieser Axe stehen, z. B. 
mit ON. Man hat nun in derselben 
Weise zu prüfen, ob dem Gesetze der 
Rationalität der Parameterverhältnisse 
für die neuen Coordinatenaxen durch eine solche Fläche ge- 
nügt wird. Der Parameter einer der Flächen auf der neuen 
Axe PM ist PMj so dass man bei Annahme der neuen 
Axen die Fläche SMN'T in ihrer alten Stellung lassen 
kann; ihr Parameter auf der Axe PN [65] ergiebt sich, 
wenn man die zu OP parallele Gerade N'T verlängert, bis 
sie PN in dem Punkte U schneidet. Da die Dreiecke NOP 
und NN'U ähnlich sind, so ist ersichtlich, dass die Ratio- 
nalität des Verhältnisses PN : P U bestimmt wird durch die- 
jenige des Verhältnisses ON: ON\ 

Wir haben also nun gesehen, dass, wenn dem Gesetze der 
Rationalität der Parameterverhältnisse für ein bestimmtes Sy- 
stem von Coordinatenaxen genügt ist, dasselbe auch noch 
Gültigkeit besitzt, wenn wir eine der Coordinatenaxen durch 
irgend eine der möglichen Krystallflächen der fraglichen Kry- 
stallreihe ersetzen. In derselben Weise kann man auch die 
zweite und die dritte der alten Coordinatenebenen durch neue 
Flächen ersetzen, und daraus ergiebt sich, dass jeder Durch- 
schnitt zweier beliebiger möglicher Krystallflächen als Coordi- 
natenaxe genommen werden kann, und dass in Bezug auf 
diese Axe das Gesetz der Rationalität der Parameterverhält- 
nisse gelten muss. 
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Indem wir in dem vorhergehenden Beweise eine der Co- 
ordinatenebenen durch eine neue Ebene ersetzten, haben wir 
zugleich, behufs Vereinfachung des Beweises, den Anfangs- 
punkt der Coordinaten verändert. Es ist leicht zu zeigen, 
dass unser Satz auch dann gültig bleibt, wenn der alte Ur- 
sprung beibehalten wird, oder wenn man den neuen Ursprung 
in einen beliebigen Punkt des Raumes verlegt. Um sich da- 
von zu tiberzeugen, hat man sich nur zwei bestimmte Con- 
structionen vorzustellen; in der ersten wählt man die Lage 
der Flächen so, wie es nöthig ist, um das Gesetz der Ratio- 
nalität der Parameterverhältnisse in Bezug auf die alten Axen 
zu verwirklichen, während man in der zweiten Construction 
jenen Flächen parallele Ebenen so legt, dass dasselbe Gesetz 
für die neuen Axen zur Geltung kommt. Alsdann kann man 
sich die zweite Construction so verschoben denken, dass die 
Flächen ihrer ersten Stellung parallel bleiben, und der Ur- 
sprung mit irgend einem Punkte des Raumes oder auch mit 
dem Anfangspunkte der Coordinaten der ersten Construction 
zusammenfällt. Es wird auf diese Art ersichtlich, dass, wenn 
man durch einen beliebigen Punkt im Räume Ebenen parallel 
allen möglichen Flächen einer bestimmten Krystallreihe legt, 
alle Geraden, in welchen diese Flächen einander schneiden, 
die Eigenschaften von Coordinatenaxen haben werden , d. h. : 
wenn wir durch einen, auf einer dieser Axen beliebig ange- 
nommenen Punkt Ebenen parallel allen möglichen Flächen 
der fraglichen Reihe legen, so werden die Parameter aller 
dieser Ebenen auf jeder dieser Axen in . rationalen Verhält- 
nissen zu einander stehen. Wir werden daher mit dem Na- 
men mögliche krystallographische Axe in einer Krystallreihe 
jeden Durchschnitt zweier möglicher Krystallflächen dieser 
Reihe bezeichnen. Die Eigenschaften, welche diesen mög- 
lichen krystallographischen Axen zukommen, sind soeben aus- 
einandergesetzt worden. 

Es erübrigt nun noch zu beweisen, dass eine Ebene, 
welche durch irgend zwei beliebige [66] krystallographische 
Axen einer bestimmten Krystallreihe hindurchgeht, stets eine 
mögliche Krystallfläche dieser Reihe sein muss*). Es sei 
die Axe OA (Fig. 26) der Durchschnitt zweier möglicher 



*) Dies ist ebenfalls ein bekannter Satz, welchen man gewöhn» 
lieh so ausspricht: jede in zwei gegebenen Zonen liegende Ebene 
ist eine mögliche Krystallfläche. 
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Fig. 26. 



Flächen P und Q, und OA' der Durchschnitt zweier anderer 
möglicher Flächen P' und Q\ Als Coordinatenebenen mögen 
die Flächen P und P 9 und noch irgend eine beliebige andere 
Fläche genommen werden. Es sei in der Figur MOS die 

Fläche P, MOT die Fläche P' 
und SOT die dritte Coordinatenebene. 
Durch einen, auf dem Durchschnitt von 
P und P' angenommenen Punkt M 
legen wir Ebenen parallel den Flächen 
Q und Q'\ diese werden die Ebenen 
P und P' in den Geraden MS, par- 
allel OA, und MT, parallel OA', 
schneiden. Nun ist aber klar, dass 
die Ebene MST, welche parallel der durch OA und OA! 
gehenden Ebene ist, auf den Axen OS und OT die Para- 
meter OS und OT hat, welche den Parametern der Flächen 
Q und Q' auf denselben Axen gleich sind, und dass in Folge 
dessen die Ebene MST einer möglichen Krystallfläche par- 
allel ist. Wenn einer der Punkte S und T, z. B. S, mit O 
zusammenfällt, bleibt der Satz immer noch richtig, weil als- 
dann die Ebene MST mit der Fläche P' identisch ist. Wenn 
gleichzeitig beide Punkte S und T mit dem Punkte O zu- 
sammenfallen, so wird der Satz dadurch nicht ungültig, weil 
alsdann die beiden Axen OA und OA' in eine einzige zu- 
sammenfallen, so dass die Bedingungen des Satzes nicht mehr 
erfüllt sind. 



Anhang B. 



2/v 



Wenn n eine ganze Zahl ist, so wird cos — nur dann 



n 



commensurabel mit der Einheit, wenn sein absoluter Werth 
eine der Zahlen 0, \ oder 1 ist*). 

Bekanntlich ist 
2 2 »- 1 cos 2W # = cos 2nx + (2n) { cos (2n—2)x + 

+ (2») 2 cos (2n—i)x + + \ (1) 

+ (2 *»)„_! cos 2x + \{2n) n . . . 



*) Der Beweis dieses Satzes wurde dem Verf. durch Herrn N. 
Boudaief mitgetheilt. 
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2 2w cos 2n+1 z = cos(2rc+ i) x + [2n+ \) 1 eoB(2n— \)x+ 

+ [2n + 1) 2 cos [2n — 3)# + + 

+ (2n + l) n cos # 



(2) 



Es wird hier das Symbol m^ angewendet, um den Bi- 
nomialcoefficienten 

m[m — 1) . . . (m — £+1) 

zu bezeichnen. Setzt man für n in den Gleichungen (1) und 
(2) nach einander die Zahlen: 1, 2, 3 u. s. f., so kann man suc- 
cessive cos 2x ) cos 3a; , cos 4t x u. s. w. in [67] Functionen 
von cos x bestimmen. Offenbar werden diese Functionen die 
folgende Form besitzen: 



cos 2mx = A n cos 

im 



2m , -(l) 2m -2 
x 4- A n cos 
1 2m 



(2) 2m -4 

+ A: cos x + . . 

1 2m ' 

. Äm-\) 2 (w) 

+ A n cos rc + A:^ 

1 2m '2m 



-t- 



(3) 



cos (2m+ 1)# = i?, 



+ Z?_ ' cos 
1 2m+i 

+ 



2m+i 
2m-i 



2m+i 
cos x + 



* + £ 



(2) 
2m -4-1 



2m -:j 

COS X '+ 



4- £>o , cosic 
2m+i 



(4) 



Die Grössen A und i? hängen nicht von x ab, und ihre 
Werthe können durch die Methode der unbestimmten Coeffi- 
cienten erhalten werden. In der That geben, auf Grund von 
(3) und (4) , die Gleichungen (1) und (2) (wenn man cos x 
= y setzt) : 



_2n-i 2n A k 

2 y = A 



In 



. Ä\) 2n-2 (2) 2n-4 



+....+4-"»'+^ 



, /« \ r a 2 »- 2 1 ^0) 2n_4 . 
+ ( 2w )i JA.-» y + ^i»-2 y + 



V 



.fn-2) 2 /»-Oll 

+ •••• + J 2n-2y + A-»J 



(5) 
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+ <»»>, K ..»*"' + 



• • + <::v + 

+ 4:n 



+ 



+ *(2»)J 



„2n 2»n-i 
2 y 



2n + 1 



,(l) 2n-1 



= 5 2 „ + i y + 5 2„ + i y + 

+ •■■■+ <:!M 

+ 



(6) 



Aus der Bedingung der Gleichheit der Coefficienten glei- 
cher Potenzen von y ergiebt sich: 

0=A^ + (2n) i A in _ 2 



^A^ + { 2n) l AtZl ) +(2nlA ( r: ) + 



2n 



I 2n— 2 ' v '2 2n— 4 

+ ••••+ (2») ^ 



o=^: ) +^),^::; ) +^) 2 <:: ) + 

+ .... + {2n) A™ + i(2n) n ) 



(7) 
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2 2n =B 

* 



+ (2n+l) 



n 



(8) 



[68] Die Gleichungen (7): Aus der ersten derselben folgt: 
A 2n = 2 2n ~ 1 , und hieraus ergiebt sich: A 2n _ 2 = 2 2n ~~ 3 , 
^2n-4 = 2 2n ~ 5 u. s. w.; alsdann giebt die zweite Gleichung: 

... J.^ = C| • 2 2/l "~ 3 , wo C x eine ganze Zahl ist; daraus 

folgt, dass 4»-2 = °( • 22 "~ 5 > 4»-4 = <?i" ' 22n " 7 *• 9 - f -> 
wo C[ , (?" etc. ganze Zahlen sind; alsdann giebt die dritte 

Gleichung: A$ = C 2 • 2 2n ~ 5 , wo C 2 eine ganze Zahl ist, und 
so weiter. Die vorletzte Gleichung ergiebt: A^~ x ^ = C n _ x • 2, 
wo C n—1 eine ganze Zahl ist. Endlich giebt offenbar die 
letzte Gleichung für A)$ einen Werth, welcher eine be- 
stimmte ganze Zahl C n darstellt. 

Die Gleichungen (8) ergeben: B 2n +\ = 2 2n , B$ +l = 

7) . 92» -2 »(2) — n o2*-4 »(♦»-!) r> 92 

u x > l , ^n+i — ^2 z > > jö 2n+i — 7 Ai-i z ? 

JSjn+i =^«j wo die Grössen J9 ganze Zahlen sind. 

Wenn man in den für sämmtliche A und B gefundenen 
Werthen m anstatt n einsetzt und die alsdann für die Grössen 
C und D resultirenden Ausdrücke mit G und H bezeichnet, 
so giebt die Einsetzung dieser Werthe in die Gleichungen 
(3) und (4) : 

cos 2mx = 2 2m ~ 1 cos 2w # + C?, • 2 m ~* cos 2w - 2 z + 

+ G 2 • 2 2m - 5 cos 2 " 1 " 4 * + + 

+ G m -\ ' 2cos 2 s + G m \ 

OstwalcPs Klassiker. 75. 6 
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cos (2m + \)x = 2 2m cos»* 1 * + H x • 2 2m ~ 2 cos 2 ™" 1 * + 

+ H 2 • 2 2w " 4 cos 2m - 3 s + + 

+ fim-i ' 2 2 cos 3 # + fi^cosa;. 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit 2 und setzt 2cos# = z, 
so erhält man: 



| (9) 



2 cos Imx = z m + G x * 2m " 2 + G 2 s 2w " 4 + + 

+ Gm-i* 2 + 2G m ; 
2 cos (2m + 1)* = z 2m+1 + H x z' lm -* + J/ 2 ^ 2W1 - 3 + 1 , . 

wo die Grössen 6 und .ff von z unabhängige ganze Zahlen 
sind. 

Ferner soll in der Gleichung (9) gesetzt werden: 2m# = 2 7t, 

woraus sich ergiebt: s = 2cosr — , während in der Gleichung 

2m 7 

(10) gesetzt werden soll: (2m+l)a;=27r; letzteres giebt 

2/r 

z = 2 cos - — - • Für diese speciellen Fälle reduciren sich 

2 m + 1 

die Gleichungen (9) und (10) auf die folgenden: 

+ 2(G m -l) = f [ ' 
z im + i + HiZ 2m-i + H2Z 2m-3 + . . . . + H m z-2 1 (l2) 

In diesen Gleichungen sind alle Coefficienten ganze Zahlen, 
und der erste Coefficient jeder Gleichung ist gleich der Ein- 
heit. Es folgt daraus , [69] dass die mit der Einheit com- 
mensurabeln Wurzeln nur ganze Zahlen sein können. Da aber 

3 = 2 cos- — für die Gleichung (11^ und =2 cos- ■ — - 

2m B v ' 2m + 1 

für die Gleichung (12) ist, so kann sein absoluter Werth nicht 
über 2 sein; es ergiebt sich daraus, dass z keine anderen, 
mit der Einheit commensurabeln Werthe haben kann, als 0, 
=3= 1, dz 2. Also können die Cosinus der Bögen von der Form 

— , wo n eine ganze Zahl ist, nur dann mit der Einheit 

commensurabel sein, wenn sie einen der Werthe 0, ± £, zfc 1 
besitzen. Andererseits ist es leicht einzusehen, dass die Bögen, 
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welche tc nicht überschreiten , und deren Cosinus einen der 

2/r 
Werthe 0, db L ±1 besitzen, von der Form — sind. 
1 A1 n 

Bemerkungen, Setzt man in der Gleichung (9) Imx = 
kit und in der Gleichung (10) (2m + l)a; = Ä7r, so schliesst 
man durch ein dem vorhergehenden analoges Verfahren, dass 
der Qosinus oder der Sinus eines Bogens von der Form 

Je 7t 

— , wo k und n ganze Zahlen sind , mit der Einheit nur 

commensurabel sein kann, wenn er einen der Werthe: 0, db^, 
zb 1 besitzt. 

Die Coefficienten in den Formeln (3) und (4) bestimmen 
sich durch folgende Formeln: 

4m } = Hl)ft [(2«-*)* + (2/n— A— 1) & _,] • 2»-*-'; 

&£ = M)* [(2»-*+ 1)* + (2»-*)*_i] • 2*-*,. 



<»* 
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[70] Erklärung der Figuren*). 



Die Mehrzahl der Figuren sind stereographische Projec- 
tionen von Punkten und Kreisen, welche auf einer Kugelober- 
fläche liegen, auf die Ebene der Zeichnung. In allen Figuren 
ist der umhüllende Kreis der Durchschnitt der Kugelfläche 
mit der Ebene des Papiers, welche zugleich diejenige der 
Projection ist. Irgend ein Punkt der Kugeloberfläche wird 
auf die Zeichnungsebene projicirt durch eine Gerade, welche 
denselben mit dem entfernteren Pole der Projectionsebene ver- 
bindet. Der Ort einer Krystallfläche wird bestimmt durch 
den Berührungspunkt derselben oder ihrer Parallelen mit der 
Kugeloberfläche ; diese Tangentialebene muss immer so gelegt 
werden, dass ihre Normale, nach dem Centrum der Kugel ge- 
zogen, nach derjenigen Seite der Fläche gerichtet ist, wo sich 
die Substanz des Krystalls befindet. In allen Figuren, wo ein 
Unterschied zwischen den Tangentialebenen der oberen Hälfte 
(über der Papierfläche) und der unteren Hälfte der Kugel zu 
machen ist, sind die Berührungspunkte der ersteren durch ein 
Kreuz, die der letzteren durch einen kleinen Kreis bezeichnet. 
Wenn die Punkte zweier Berührungsebenen, ein oberer und 
ein unterer, sich auf dem Papier in demselben Punkte pro- 
jiciren, so ist letzterer durch ein Kreuz, umgeben von einem 
kleinen Kreise, markirt; dies ist der Fall, wenn die beiden 
Flächen symmetrisch in Bezug auf die Projectionsebene ge- 
stellt sind. Die Lage der durch den Mittelpunkt der Kugel 
gehenden Geraden wird durch die Punkte dargestellt, in wel- 
chen sie die Oberfläche der Kugel schneiden. Wenn diese 
Geraden Deckaxen sind, haben wir in gewissen Fällen die 
Art derselben durch besondere Zeichen, welche an den der 



*) Im Original sind sämmtliche Figuren auf Tafeln vereinigt. 
In vorliegender deutscher Ausgabe ist dies nur mit den Figg. 27 
— 58 (genau in der Anordnung der drei letzten Tafeln des Origi- 
nals) geschehen, während die Figg. 1 — 26 der grösseren Bequem- 
lichkeit wegen in den Text eingefügt worden sind. 
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Richtung der Axen entsprechenden Punkten angebracht wur- 
den, charakterisirt; so bezeichnet ein Oval eine Axe von 
180°, ein Quadrat eine Axe von 90°, ein Dreieck eine Axe 
von 120° und ein Sechseck eine Axe von 60°. In gewissen 
Fällen wurden auch bestimmte Ebenen, wie die Symmetrie- 
ebenen und andere imaginäre Ebenen, welche durch den 
Mittelpunkt der Kugel gehen, durch die Projection ihres 
Durchschnittes mit der Kugeloberfläche bezeichnet. Alle Sym- 
metrieebenen sind durch ausgezogene Linien markirt. In den 
Figg. 27 — 58 (s. die Tafeln) dienen die Punkte, welche die 
Flächen der allgemeinen Form angeben, zugleich dazu, die 
allgemeine Anordnung gleichwerthiger Richtungen anzugeben. 
Die deckbar gleichen Richtungen sind durch den gleichen 
Buchstaben, a oder 6, bezeichnet, während eine mit b be- 
zeichnete Richtung symmetrisch gleich ist einer mit a be- 
zeichneten. Von diesen selben Richtungen sind diejenigen, 
welche vom Centrum der Kugel nach einem der Punkte ihrer 
[71] unteren Hälfte gehen, mit a' und V bezeichnet. In 
denselben Figuren haben wir auch die Orientirung der für 
die Ery stallsysteme charakteristischen Axen, wie sie Naumann 
angenommen hat, angegeben. In allen diesen Figuren, aus- 
genommen Fig. 57 und 58, welche dem triklinen System ent- 
sprechen, projicirt sich eine dieser krystallographischen Axen 
in das Centrum der Figur, wählend die anderen in die Pro- 
jectionsebene fallen, wo sie durch Pfeile bezeichnet sind. In 
den Fig. 57 und 58 sind zwei der Axen, welche in der zur 
Projectionsebene gewählten Ebene liegen, ebenfalls durch 
Pfeile bezeichnet, während die dritte Axe, welche mit dieser 
Ebene einen schiefen Winkel bildet, in der Figur nicht be- 
zeichnet ist. 



Anmerkungen, 



Unter den Arbeiten, welche wesentlich zu der in neuester 
Zeit erreichten, definitiven Feststellung der Systematik der 
Krystalle beigetragen haben, gehört in erster Linie diejenige 
des im Jahre 1894 als Akademiker in St. Petersburg ver- 
storbenen finnländischen Mineralogen Axel Gadolin, wenn 
dieser auch nicht der Erste gewesen ist, welcher erkannte, 
dass lediglich auf Grund des von Hauy entdeckten Erfah- 
rungsgesetzes der Rationalität der Indices, ohne irgend welche 
Annahme über die Molecularstructur der Krystalle, sich der 
Nachweis führen lasse, dass es nur 32 Klassen von Kry stal- 
len, welche sich durch ihre ganz bestimmte Art der Symmetrie 
von einander unterscheiden, geben könne. Dieses Verdienst 
gebührt, wie L. Sohncke nachgewiesen hat*), dem Marbur- 
ger Mineralogen J. F. Chr. Hessel, weicher in dem Artikel 
»Krystall« in Gehler's Physikal. Wörterbuche 1830, 5, 1023— 
1340**) zuerst das wahre Eintheilungsprincip der Krystalle er- 
kannt und die allein möglichen 32 Klassen aufgestellt hat, indem 
er zunächst ganz allgemein (ohne Einschränkung auf die 
Krystalle) alle möglichen Arten der Symmetrie, welche irgend 
ein geometrisches Gebilde darbieten kann, aufsuchte, und dann 
durch Beschränkung auf diejenigen Formen, welche dem 
Gesetze der Rationalität der Indices gehorchen, die an den 
Krystallen möglichen Symmetriearten feststellte. Diese ihrer 
Zeit weit voraneilende Arbeit ist jedoch leider, wohl wesent- 
lich ihrer sehr umfangreichen und z. Th. schwerfälligen Ent- 
wickelungen wegen, 60 Jahre lang unbeachtet geblieben. 



*) Zeitschrift für Krystallographie 1891, 18, 486. 
**) Auch apart erschienen u. d. T. : Krystallometrie, oder Kry 
stallonomie und Krystallographie. "Leipz. 1831. 
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Nach einer viel eleganteren Methode behandelte 1849 
Bravaia (Abhandlung über die Polyeder von symmetrischer 
Form. Ostwald's Klassiker Nr. 17) die möglichen Symmetrie- 
arten von Polyedern, übersah aber bei dieser Untersuchung 
eine derselben, nämlich diejenige, welche Hessel »Gerenstel- 
ligkeit« genannt hatte (Gadolin bezeichnet sie als »sphe- 
noidische Symmetrie«). Als er dann später seine Resultate 
auf die krystallographischen Polyeder anwandte (Etudes cri- 
stallographiqnes 1851), fehlte in Folge dessen eine mögliche 
Klasse, die sphenoidische Tetartoedrie des tetragonalen Systems, 
wie Bravais übrigens selbst erkannte, und welche er dann, 
ohne die Notwendigkeit ihrer Existenz zu beweisen, als eine 
immerhin mögliche in seine schliessliche Zusammenstellung 
der Krystallklassen aufnahm. 

Offenbar ohne Kenntniss jener beiden Publicationen unter- 
nahm nun Gadolin i. J. 1867 die hier in deutscher Bear- 
beitung vorliegende, erst 1871 in den »Acta Societatis Scien- 
tiarum Fennicae , Helsingf. T. IX, S. 1 ff.« erschienene Arbeit. 
Indem er das Rationalitätsgesetz der Parameterverhältnisse von 
vorn herein einführte, beschränkte er seine Untersuchung ledig- 
lich auf die Krystalle. Da dieselbe aber hierdurch an Ein- 
fachheit erheblich gewonnen hat, so dass sie nur sehr elementare 
mathematische Kenntnisse voraussetzt, und da die von Gadolin 
eingeführte Art der Darstellung der Symmetrieverhältnisse 
durch stereographische Projectionen die hier besonders in 
Betracht kommende Anschauung ganz ausserordentlich er- 
leichtert*), so dürfte seine Beweisführung von den bisher 
veröffentlichten diejenige sein, aus welcher auch der der Kry- 
stallographie ferner Stehende am ehesten sich die Ueberzeugung 
verschaffen kann, dass die Frage nach den möglichen Sym- 
metriearten der Krystalle jetzt als eine gelöste zu betrach- 
ten ist. 

Der Umstand, dass Gadolin's Arbeit in Folge der geringen 
Verbreitung der cit. Zeitschrift bisher nur Wenigen zugänglich 
war, hat es offenbar veranlasst, dass die Resultate derselben 
erst ganz allmählich bekannt wurden, nachdem inzwischen 



*) Mit Hülfe dieser Projectionen kann sogar ein Theil der 
Gadolin 'sehen Beweise für gewisse Fälle ganz entbehrt werden, 
da für diese die Richtigkeit der betreffenden Sätze direct aus der 
Construction hervorgeht, ein Verfahren, von welchem der Heraus- 
geber bei der Behandlung der Krystallklassen in seiner »Physikal. 
Krystallographie«, 3. Aufl., ausgedehnten Gebrauch gemacht hat. 
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noch andere Forscher auf anderem, weniger einfachem Wege 
zu genau denselben Ergebnissen gelangt waren. So nahm 
P. Curie 1884 die allgemeine Bravais'che Untersuchung 
von Neuem auf und führte sie, indem er auch die sphenoi- 
dische Symmetrie, von ihm »alternirende Symmetrie« genannt, 
berücksichtigte, nunmehr lückenlos durch, während Minnige- 
rode 1887 die Frage vom Standpunkte der Gruppentheorie 
aus behandelte. Gleichzeitig mit Letzterem leitete E. von 
Fedorowin seiner i. J. 1889 russisch erschienenen Abhandlung 
»über die Symmetrie der endlichen Figuren« (Verhandl. d. k. 
russ. min. Gesellsch. 25, 1 — 52) aus den von Euler gege- 
benen Grundsätzen der Kinematik alle überhaupt möglichen 
Symmetriearten ab, aus denen man dann durch Einsetzung 
des Rationalitätsgesetzes die 32 Klassen der Krystalle ohne 
Weiteres als specielle Fälle erhält. Noch einfacher (aber 
wegen der räumlichen Vorstellungen vielleicht etwas schwie- 
riger verständlich) war die gleiche Aufgabe nach rein syn- 
thetischer Methode von demselben Verf. gelöst worden im 
III. Abschnitt seiner i. J. 1885 ebenfalls russisch erschienenen 
Abhandlung »Elemente der Gestaltenlehre« (Ebenda, 21, 
X, 1 — 279), von welcher er später einen deutschen Auszug 
in der Zeitschr. f. Krystallographie 21, 679—694 veröffent- 
lichte. Ebenfalls mit elementaren Hülfsmitteln hat endlich die 
32 Klassen der Krystalle A. Schoenflies im ersten Theile 
seines Werkes » Krystallsysteme und Krystallstructur« 1891 
entwickelt. Eine Vergleichung der Resultate dieser Unter- 
suchung mit den seinigen gab Fedorow in der Zeitschr. f. 
Kryst. 20, 25 f., auf welche, wie auf das vorher erwähnte 
Werk, besonders verwiesen sei in Betreff des Begriffes der 
» Symmetrie«. Auf einige Punkte, in welchen die von diesen 
Forschern adoptirten Definitionen derselben von denen Gado- 
lin's abweichen, und auf Grund deren manche seiner Ent- 
wickelungen durch noch strengere oder einfachere ersetzt 
werden können, soll in den folgenden Anmerkungen hingewie- 
sen werden. 
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Einleitung. In wörtlicher Uebertragung ist für »directions 
äganx« » gleiche Richtungen« gesetzt worden, während in 
deutschen krystallographischen Werken der Ausdruck »gleich- 
wertige Richtungen« üblicher ist. Statt des vom Verfasser 
gewählten und darum beibehaltenen Namens »Gruppe« dürfte 
der von Bravais, Sohncke, Schoenflies u. A. gebrauchte 
Name »Klasse« entschieden vorzuziehen sein. 

Kapitell, § 1 u. 2. Die Ausdrücke »e'galite' de coincidence« 
und » e'galite' symmätrique« sind durch «Deckgleichheit« und 
»symmetrische Gleichheit« wiedergegeben worden, und ebenso 
ist in wörtlicher Uebersetzung für »axe ä coincidence« der 
bereits von mehreren Autoren verwendete, sehr treffende Name 
»Deckaxe« adoptirt worden, während in den meisten krystallo- 
graphischen Schriften, nach dem Vorgange Bravais 's, der- 
artige Richtungen mit dem Namen »Symmetrieaxen« bezeichnet 
werden. Dem entsprechend sind die Namen »Axe von 60°, 
90°, 120°, 180°« statt der von Bravais eingeführten »senäre 
(hexagonale), quaternäre (tetragonale), ternäre (trigonale), binäre 
(rhombische) Axe« oder der von Sohncke vorgeschlagenen, 
vortrefflichen deutschen Namen »sechszählige, vierzählige, drei- 
zählige, zweizählige Axe« beibehalten worden. 

§ 3. Der von Gadolin ausnahmslos gebrauchte Aus- 
druck »mögliche krystallographische Axe« ist gleichbedeutend 
mit »mögliche Kante des Krystalls«. 

Kapitel III. §13. Die sehr complicirte Entwickelung 
dieses Paragraphen kann ersetzt werden durch eine viel ein- 
fachere, da die verschiedenen, hier aufgestellten Gesetze der 
Symmetrie, dasjenige des Parallelismus, das der sphenoidischen 
Symmetrie u. s. w. sich auf ein einziges Gesetz zurückführen 
lassen, welches bereits Hessel erkannt und als »Gerenstellig- 
keit« bezeichnet hat; es ist identisch mit Curie 's alterniren- 
der und Fedorow's zusammengesetzter Symmetrie. Dieselbe 
kommt einem Polyeder zu, wenn dieses durch die Combination 
einer Drehung um eine Axe mit einer Spiegelung nach der 
dazu senkrechten. Ebene mit sich selbst zur Deckung gelangt. 
Gadolin's »imaginäre Deckaxe« ist Nichts anderes, als die 
Axe der zusammengesetzten Symmetrie; ist der Drehungswinkel 
um die letztere = 0, so findet nur Spiegelung statt, d. h. es 
ergiebt sich die Symmetrieebene (Ebene der directen Symme- 
trie), welche Gadolin bei a = ISO erhält; ist jene Axe 
zweizählig (Drehung = 1S0°] , so resultirt das Gesetz des 
Parallelismus, a = 0, d. i. Bravais's Centrum der Sym- 
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metrie; ist sie vierzählig (« = 90°), so liegt der specielle 
Fall der sphenoidischen Symmetrie (der von Bravais über- 
sehene Fall, s. S. 87) vor; für a = 60° entspricht die ima- 
ginäre Axe Gadolin's einer dreizähligen Axe der zusam- 
mengesetzten Symmetrie, d. h. sie führt zur Combination einer 
dreizähligen Axe der directen Symmetrie mit einer Symmetrie- 
ebene; endlich ist die imaginäre Axe von 120° identisch mit 
einer sechszähligen Axe der zusammengesetzten Symmetrie. 
Durch Einführung dieses letzteren Begriffes statt der von 
Gadolin angenommenen Einzelgesetze würde natürlich an die 
Stelle der Beweisführung der §§ 14 — 18 eine z. Th. andere, 
wohl erheblich übersichtlichere, zu treten haben. Jedoch muss 
bemerkt werden, dass die in § 16 gegebene Ableitung neuer 
Klassen aus den elf, auf den drei Tafeln die vorderste Co- 
lumne bildenden Klassen von Krystallen, welche nur Deck- 
axen besitzen, die denkbar einfachste und eleganteste ist. 

Kapitel IV. In der hier gegebenen Zusammenstellung 
ist für jede Gruppe die Anzahl der deckbar gleichen und 
symmetrisch gleichen Eichtungen aufgeführt ; diese entsprechen 
Flächen der allgemeinen Form , deren (ebene) Kantenwinkel 
im ersteren Falle in demselben Sinne, im zweiten im ent- 
gegengesetzten Sinne, angeordnet sind. In allen Gruppen, in 
denen es nur deckbar gleiche Richtungen giebt, entsprechen 
die symmetrisch gleichen einer zweiten, zur ersten enantio- 
morphen Form. 

A. Das reguläre System. Die »Heraiedrie nach den ab- 
wechselnden einzelnen Flächen« ist von Tschermak am 
Chlorammonium nachgewiesen worden. 

B. Das tetragonale System. Anmerkung. Die Zurech- 
nung des Wulfenit zur trapezoedrischen Hemiedrie ist ein 
Irrthum; derselbe gehört in die unter 7) aufgeführte Hemi- 
morphie. Für beide Hemimorphien sind seitdem Repräsentan- 
ten gefunden worden, aber noch keiner für die sphenoidische 
Tetartoe'drie , wenn nicht der Harnstoff hierhergehört (s. 
Groth, Physikal. Krystallograph. , 3. Aufl. S. 416); hemi- 
morph, wie Werther angenommen hat, ist er jedenfalls nicht, 
da er nach der Hauptaxe keine polare Pyroelektricität zeigt 
(Beobachtung des Herausgebers). Der Guarinit ist inzwischen 
als rhombisch erkannt worden. 

C. Das hexagonale System. Für die trapezoedrische 
Hemiödrie sind inzwischen einige Beispiele durch Traube 
nachgewiesen worden; als ein solches der Hemimorphie der 
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pyramidalen und trapezoedrischen Hemiedrie wurde der Ne- 
phelin von Baumhauer erkannt. Endlich ist auch die 
Hemimorphie der Tetartoedrie beobachtet worden und zwar 
am überjodsanren Natrinm (Groth). 

Die Auseinandersetzung unter 8) (3. 39 und 40) kann als 
ein vortreffliches Beispiel dafür dienen, dass die ganz über- 
flüssigen Begriffe der Hemiedrie, Hemimorphie etc. d|e richtige 
Auffassung der krystallographischen Gesetze nur zn erschweren 
im Stande sind. Leitet man, wie es der Herausgeber in der 
3. Aufl. seiner Physikal. Krystallographie gethan hat, die 
complicirteren Formen von den einfacheren ab, oder richtiger 
die Formen einer jeden Klasse direct aus deren Symmetrie- 
verhältnissen, so sind alle derartigen Auseinandersetzungen 
völlig gegenstandslos. 

D. Das rhombische System. Von den meisten der, zu 
der (unmöglichen) monoklinen Meroedrie Naumann 's gerech- 
neten Substanzen ist inzwischen ihre Zugehörigkeit zu anderen 
Klassen nachgewiesen worden. Die bei der Hemimorphie der 
sphenoidischen Hemiedrie erwähnten Körper haben sich sämmt- 
lich als monoklin krystallisirend erwiesen. 

E. Das monohline System. Die Hemiödrie (2) ist seitdem 
an mehreren Beispielen beobachtet worden (zuerst von Fock 
am tetrathionsanren Kalium). 

F. Das trikline System , 2) die Hemiedrie. Die Ver- 
mnthung Gadolin's, dass das von Scacchi beschriebene 
saure weinsaure Strontium hierher gehöre, ist vollkommen 
richtig (vergl. Groth, Physikal. Krystallogr. S. 339). In die- 
selbe Klasse ist auch das in der Anmerkung erwähnte unter- 
schwefligsaure Calcium zu stellen. 

Kapitel V. Der Begriff der »irrationalen Axe von 180°« 
und die zu demselben führenden Auseinandersetzungen schei- 
nen dem Herausgeber überflüssig zn sein, da in jeder Kry- 
stallreihe mit einer Deckaxe zwei zu derselben geneigte 
Flächen mit rationalen Indices, deren Durchschnitt ebenfalls 
zur Deckaxe geneigt ist, wenn auch nicht vorhanden, so doch 
möglich sind. Dann ist aber nothwendig die zu einer Deck- 
axe von 180° senkrechte Ebene eine mögliche Krystallfläche. 
Der Satz am Schlüsse von § 26 ist nur ein anderer Ausdruck 
des Gesetzes der Rationalität der Indices und kein besonderes 
Naturgesetz. Ferner dürfte die Gleichwerthigkeit (wie sie 
Gadolin definirt) zweier krystallographischer Axen, welche 
durch Drehung um eine Deckaxe zusammenfallen, schon in 
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dem Begriffe der Symmetrie (der für die Krystalle zugleich 
eine physikalische Bedeutung hat) genügend begründet sein, 
und es würden dann auch die Zweifel fortfallen, welche in 
neuerer Zeit gegen die Notwendigkeit, dass eine Deckaxe von 
120° eine mögliche krystallographische Axe sein müsse, ge- 
äussert worden sind, weil dann jedenfalls die Grössen a, b, c 
(s. § 29) rationale sind. Der die dreizählige Axe betreffende 
Abschnitt, § 28 f., ist übrigens bereits Gegenstand einer be- 
sonderen Kritik von Seiten E. von Fedorow's gewesen 
(Zeitschr. f. Krystallogr. 23, 109 f.); besonders missverständlich 
ist der § 30 mit der Bezugnahme auf das Gesetz der ratio- 
nalen Verhältnisse der Tangenten zwischen den Flächen einer 
Zone, welches bekanntlich kein allgemeines Gesetz ist. Zu § 3 1 
ist endlich noch zu bemerken, dass die Möglichkeit recht- 
winkeliger Axen in Krystallen des triklinen Systems auch 
durch die einfache Betrachtung ausgeschlossen wird, der zu 
Folge diese Winkel mit der Temperatur veränderlich sind. In 
Folge der ungleichen Ausdehnung durch die Wärme können 
in einem rhombischen Kry stall (vergl. S. 64) zwar zufällig zwei 
Axen, aber niemals alle drei bei derselben Temperatur den 
gleichen Werth annehmen. 

Kapitel VII Auch zu der, äusserst lichtvollen, allgemei- 
nen Darstellung der Unterschiede zwischen der neuen Klas- 
sifikation von der alten, hauptsächlich durch Naumann 
begründeten, kann nur das Eine bemerkt werden, dass die 
S. 71 gegebene Betrachtung noch wesentlich vereinfacht 
würde durch den Hinweis auf. die Verhältnisse der thermischen 
Ausdehnung der Krystalle, denen gemäss zwei Parameter, die 
nicht physikalisch gleichwerthig sind, in rationalem Verhält- 
niss nur vorübergehend bei einer bestimmten Temperatur 
stehen können. Die gleiche Betrachtung lässt sich ebenso 
auf die Rechtwinkeligkeit monokliner Axen (s. S. 72) an- 
wenden, um klar zu machen, dass hier der Werth 90° keine 
höhere Bedeutung hat, als irgend ein anderer Winkelwerth. 




c;: : Vr-:KSiTY 




Druck von Breitlropf & Härtel in Leipzig. 



A. Gadolin, J| 



Fig. 

I. Alternirend 

§ 10, J 




Fig.! 
Tetarto 



A. Gadolin, Kry stallst 



Fig. 50. III. Hemimorp) 
der trapezoedr. und pyraj 
Hemie'drie. § 12. 



..¥.. 



X 



a 
x 



* 



;i 



Fig. 53. 
III. Tetartoe'dr. Hemimorp 
§ 12. 



a 

x 



\ 



.* a 






x 
a. 



■•*" 



Fig. 56. 
III. Bhomboedr. Tetartoc 
§ 16, io. 



v 

O : 

a. 
: x 



:*: 



OH 



•; 



X 
a 



■*"' 



. V B R A RY 
l K UN1VERSITY *. 



Of 



s, c.41 iro« ' ;> v ' 






a » » 



Gadolin, 



l'JDÖ^l 



Abhandlun 
leitung a 

N 20 19? 



über die hen- 



qoaxi 




«/y 



TC177538 



-MflUMifigJU 




19—1842.) Herausg. 

KKlkal d. Benzoesäure. 
f ''(43 S.) Jg 1.— . 

frganigchen Säuren. 

S.) uJTl.40. 

-Jtodylreihe, (1837— 

r. Mit 3 Figuren im 



i vorkommenden or- 
irausg. von M. u. A. 

die Einwirkung der 
Herausgegeben von 




ret. Chemie, vorgetr. 

t von Dr. Arthur 
,/rer. (61 S.) ••#!.—. 

he Untersuchungen. 

tn v. W. Ostwald. 

nnd einfachen Ver- 
dtheile der unorgan. 
12.) Herausgegeben 



/OT")ö // tne Untersuchungen 

y**u ~r n n von w ostwaid. 

i8 Volumgesetz gas- 
.sg. v. W. Ostwald. 



4ngen. Vorgelesen in 

icture am 20. Novem- 

-jegeben von W. Ost- 



105341 



|il« K/»l 



•ARY 



j. .\j\j. 



lung von der Luft 
von W. Ostwald. 



66. J. W. Doebereiner und Max Pettenkofer, Abhandlungen über 

die Anfänge des natürlichen Systemes der chemischen Elemente, 
nebst einer gesrhicht liehen Übersicht der Weiterentwickelung 
der Lehre von den Triaden der Elemente. Herausgegeben von 
Lothar Meyer. (34 S.) Jl —.60. 

68. Lothar Meyer und D. Mendelejeff, Abhandlungen über das natür- 
liche System der chemischen Elemente. (1864 — 1869 nnd 1869 — 
1871.) Hrsgeg. v. Karl Seubert. Mit 1 Tafel. (134 S.) Jt 2.40. 

72. 0. Kirchhoff und B. Bansen, Chemische Analyse durch Spectral- 
beobachtungen. (1860.) Herausgegeben von W. Ostwald. Mit 
2 Tafeln und 7 Figuren im Text. (74 S.) Jt 1.40. 

74. Claude Louis Berthollet, Untersuchungen über die Gesetze der 
Verwandtschaft. (1801.) Herausgegeben von W. Ostwald. (113 S.) 
Jt 1.80. 

75. Axel Gadolin, Abhandlung über die Herleitung aller krystallogra- 
phischer Systeme mit ihren Unterabtheil ungen aus einem einzigen 
Prinzipe. (Gelesen den 19. März 1867.) Deutsch herausgegeben von 
P. Groth. Mit 26 Textfiguren und 3 Tafeln. (92 S.) Jt 1.60. 




--1 

4 

1 

t 

t 



\"' 



^L 






v 




i 



